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Sazˇetak
U ovom radu proucˇavali smo teoriju reprezentacija dviju vazˇnih generalizacija
Heisenberg-Virasorove Liejeve algebre H, a to su N = 1 super Heisenberg-
Virasorova Liejeva algebra SH i Schro¨dinger-Virasorova Liejeva algebra sv.
Prva predstavlja primjer beskonacˇnodimenzionalne Liejeve super-algebre koja
do sada nije bila otkrivena, dok je druga primjer beskonacˇno dimenzionalne
Liejeve algebre koja se dosta proucˇavala u fizikalnoj kao i matematicˇkoj litera-
turi jer je prva u seriji tzv. galilejevskih Liejevih konformnih algebri prosˇirenih
tzv. nerelativisticˇkim spinom.
Originalan doprinos ovog rada je eksplicitna konstrukcija izomorfizma uni-
verzalne (resp. proste) omotacˇke verteks super-algebre V SH(cL, cL,α, cα 6= 0)
(resp. LSH(cL, cL,α, cα 6= 0)) pridruzˇene N = 1 super Heisenberg-Virasorovoj
Liejevoj algebri SH i verteks super-algebre SM(1)⊗V NScL−cµ , (resp. SM(1)⊗
LNScL−cµ), pri cˇemu smo pokazali da je na SM(1) definirana struktura re-
prezentacije proste N = 1 Heisenberg-Virasorove verteks-algebre LSH(3
2
−
3µ2, µ
2
cα, cα), cα 6= 0.
Sˇto se ticˇe realizacije verteks super-algebre V SH(cL, cL,α, cα 6= 0) u slucˇaju
nivoa nula: cα = 0, to se nadovezuje se na radove Drazˇena Adamovic´a i Gor-
dana Radobolje iz Journal of Pure and Applied Mathematics (2015) i Com-
munications in Contemporary Mathematics (2019), u kojima su kosntruirane
free field realizacije za Heisenberg-Virasorovu Liejevu algebru H takoder na
iii
nivou nula. Klasificirali smo singularne vektore na nivoima 1
2
, 1, 3
2
, 2 i 4 te
dali jednu konstrukciju njenih screening operatora, sˇto je omoguc´ilo dokaz
egzistencije beskonacˇne serije singularnih vektora za N = 1 Heisenberg-
Virasorovu Liejevu algebru SH na nivoima konformnih tezˇina p
2
za p ne-
paran. U tu svrhu smo promatrali realizacije njenih Vermaovih modula u
verteks-algebri pridruzˇenoj resˇetki te operatore ispreplitanja i Schurove po-
linome, koji su nam dali i eksplicitne formule za te singularne vektore.
Za Schro¨dinger-Virasorovu Liejevu algebru sv, dali smo rigorozan tretman
i poopc´enje rezultata iz Unterbergerovog cˇlanka Nuclear Physics B (2009).
Nadalje, ustanovili smo da verteks-algebra V sv(cL, cL,β, cβ) sadrzˇi Heisenberg-
Virasorovu Liejevu podalgebru i pronasˇli smo primjer singularnog vektora
na nivou konformne tezˇine 3 u univerzalnoj Schro¨dinger-Virasorovoj verteks-
algebri za slucˇaj proizvoljnih centralnih naboja.
Kljucˇne rijecˇi: verteks-algebra, N=1 Heisenberg-Virasorova verteks-
algebra, N=1 Neveu-Schwarz Liejeva algebra, singularni vektori, screening
operatori, Schro¨dinger-Virasorova verteks-algebra
Summary
In this thesis we have investigated representation thory of two important
generalizations of the Hesienberg-Virasoro Lie algebra H, which are the N =
1 super Heisenberg-Virasoro Lie algebra SH and the Schro¨dinger-Virasoro
Lie algebra sv.
The former provides an example of an infinite dimensional Lie super-algebra
which has not been yet discovered, while the latter is also an example of an
infinite dimensional Lie algebra that has been widely studied in the physical
as well as mathematical literature because it is the first of an infinite series of
the so called Galilean Lie conformal algebras extended by the non-relativistic
spin parametre.
The important innovation in this thesis is the explicit construction of an
isomorphism between the universal (resp. simple) enveloping vertex super-
algebra V SH(cL, cL,α, cα 6= 0) (resp. LSH(cL, cL,α, cα 6= 0)) associated to the
N = 1 super Heisenberg-Virasoro Lie algebra SH and the vertex algebra
SM(1) ⊗ V NScL−cµ , (resp. SM(1) ⊗ LNScL−cµ), where we have shown that there
is a representation of the simple N = 1 Heisenberg-Virasoro vertex-algebra
LSH(3
2
− 3µ2, µ
2
cα, cα), cα 6= 0 on SM(1).
As far as the realization of this vertex algebra at level zero case cα = 0, this
is a continuation of the papers by Drazˇen Adamovic´ and Gordan Radobolja
from Journal of Pure and Applied Mathematics (2015) and Communications
vin Contemporary Mathematics (2019), where free field realizations of the
Heisenberg-Virasoro Lie algebra at level zero had been constructed. In this
thesis, we have classified singular vectors on levels 1
2
, 1, 3
2
, 2 i 4 and we have
also given a construction of the screening operators for this algebra, which
has enabled us to to prove the existence of an infinite series of singular vectors
for the N = 1 Heisenberg-Virasoro Lie algebra SH at the levels of conformal
weight p
2
, for p odd. In order to do so, we have studied realizations of the
Verma modules for this algebra in the vertex algebra associated to a certain
lattice as well as intertwining operators and the Schur polynomials, which
led us to the explicit formulae for this singular vectors.
In the case of the Schro¨dinger-Virasoro Lie algebra sv, we have provided a
rigorous treatment as well as a generalization of the result of Unterberger
from his paper Nuclear Physics B (2009). Furthermore, we have proved that
the vertex algebra V sv(cL, cL,β, cβ) contains a Heisenberg-Virasoro subalgebra
and we have found an example of a singular vector at the level three conformal
weight of the universal Schro¨dinger-Virasorove vertex algebra for the case of
general central charges.
Keywords: vertex algebra, N=1 Heisenberg-Virasoro vertex algebra,
N=1 Neveu-Schwarz Lie algebra, singular vector, screening operator, Schro¨dinger-
Virasoro vertex algebra
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Poglavlje 1
Uvod
Wittova algebra je beskonacˇnodimenzionalna Liejeva algebra vektorskih polja
na kruzˇnici. Virasorova Liejeva algebra je maksimalno jednodimenzionalno
centralno prosˇirenje Wittove algebre.
Neveu-Schwarzova ili N = 1 superkonformna Liejeva algebra NS je super-
analogon Virasorove algebre. Kac i Todorov su je prvi strogo definirali i
proucˇavali u svojim radovima.
Heisenberg-Virasorova Liejeva algebra je maksimalno trodimenzionalno cen-
tralno prosˇirenje tenzorskog produkta Wittove algebre s beskonacˇnodimen-
zionalnom simetricˇnom algebrom. Ona se prirodno javlja u verteks algebar-
skom pristupu teoriji reprezentacija afinih Kac-Moodyjevih Liejevih algebri,
dok je u teorijskoj fizici ona vazˇna u dvodimenzionalnim kvantnim teorijama
konformnih polja (2d CFT).
Proucˇavamo teoriju reprezentacija vazˇnih generalizacija Heisenberg-Virasorove
algebre H, a to su: Heisenberg-Clifford-Neveu-Schwarzova ili, skrac´eno, N =
1 Heisenberg-Virasorova Liejeva algebra SH te Schro¨dinger-Virasorova Li-
ejeva algebra sv.
Schro¨dinger-Virasorova algebra je nerelativisticˇki analogon Liejeve super-
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konformne algebre u jednoj prostornoj dimenziji. Opc´enito, u literaturi
se proucˇavaju serije tzv. galilejevskih konformnih algebri (GCA) na euk-
lidskom (d+ 1)-dimenzionalnom prostor-vremenskom kontinuumu te njihova
prosˇirenja sa dodatnim stupnjem slobode, tzv. nerelativisticˇkim spinom, koje
su parametrizirane uredenim parovima (d, s) ∈ N× 1
2
Z≥0.
Koristec´i jezik Liejevih konformnih algebri, dolazimo do pojma univerzal-
nih omotacˇkih verteks-algebri pridruzˇenim reprezentacijama gore navedenih
beskonacˇnodimenzionalnih Liejevih algebri. Jedan od najvazˇnijih rezultata
su eksplicitne free field realizacije univerzalnih i prostih N = 1 Heisenberg-
Virasorovih i Schro¨dinger-Virasorovih verteks-algebri pridruzˇenih proizvolj-
nim centralnim nabojima na simplekticˇkim bozonsko-fermionskim Fockovim
prostorima pridruzˇenim Heisenbergovoj, Weylovoj te Cliffordovoj verteks-
algebri, sˇto je od velike vazˇnosti pri konstrukciji netrivijalnih homomorfi-
zama modula za navedene verteks-algebre u slucˇajevima tzv. kriticˇnih nivoa.
To igra vazˇnu ulogu za teorijsko objasˇnjenje spontanog loma simetrije, tj.
pojavu kiralnosti u fizici elementarnih cˇestica te u teoriji spontanih faznih
prijelaza u fizici cˇvrstog stanja, koji se javljaju primjerice kod feromagneta,
feroelektrika, superfluida te visokotemperaturnih supravodicˇa.
Slijedi kratak sadrzˇaj rada s prikazom osnovnih rezultata
U drugom poglavlju navodimo standardne definicije i konstrukcije iz te-
orije verteks-algebri. Dajemo pregled osnovnih definicija i rezultata o Lieje-
vim konformnim algebrama i pridruzˇenim univerzalnim omotacˇkim verteks-
algebrama, te izlazˇemo u osnovnim crtama formalizam racˇuna λ-zagrada.
Takoder navodimo vazˇne primjere konformnih algebri, poput Heisenbergove,
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Weylove i Cliffordove, Virasorove i Neveu-Schwarzove konformne algebre te
njima pridruzˇene univerzalne omotacˇke verteks-algebre.
U trec´em poglavlju definiramo N = 1 Heisenberg-Virasorovu konformnu i
pridruzˇenu univerzalnu omotacˇku verteks-algebru. Koristec´i koncept singu-
larnog vektora za Liejevu algebru, pokazujemo da se linearni izomorfizam,
kao i izomorfizam modula za N = 1 Heisenberg-Virasorovu Liejevu algebru,
izmedu V SH(cL, cL,α, cα), cα 6= 0 i SM(1) ⊗ V NSc prosˇiruje do izomorfizma
univerzalnih, odnosno, prostih verteks-algebri.
Propozicija (3.2.3). Na nivou SH-modula, imamo:
V SH(cL, cL,α, cα) ∼= V
SH(cL, cL,α, cα, 0, 0)
〈G(−1/2)vcL,cL,α,cα,0,0〉
.
Kao vektorski prostor, V SH(cL, cL,α, cα) je izomorfan s
V NScL ⊗
∧
spanC{Ψ(−n− 1/2)| n ∈ Z≥0} ⊗ C[α(−n) | n ∈ Z≥1],
Teorem (3.3.1). Za fiksan µ ∈ C, cα 6= 0, vektori α = √cαh,Ψ = √cαφ, ω, τ ,
na SM(1) generiraju strukturu proste verteks-algebre LSH(cµ, cα,L, cα) gdje je
cµ = 3/2− 3µ2, cα,L = 1
2
µcα.
Korolar (3.3.2). Za proizvoljnu uredenu trojku (cL, cL,α, cα) ∈ C3, cα 6= 0
vrijedi izomorfizam verteks-algebri:
LSH(cL, cL,α, cα) ∼= SM(1)⊗ LNScL−cµ . (1.1)
Teorem (3.3.3). Vrijedi sljedec´i izomorfizam verteks-algebri:
V SH(cL, cL,α, cα) ∼= SM(1)⊗ V NScL−cµ , (1.2)
gdje su cα 6= 0 i cµ kao u Teoremu 3.3.1.
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Takoder konstruiramo eksplicitne tzv. free field realizacije izmedu N = 1
Heisenberg-Virasorove verteks-algebre za slucˇaj nivoa cα = 0.
Neka je L = Zc+ Zd resˇetka takva da je 〈c, c〉 = 〈d, d〉 = 0, 〈c, d〉 = 2 i neka
je VL = C[L]⊗M(1) odgovarajuc´a verteks-algebra pridruzˇena resˇetki, gdje je
M(1) Heisenbergova verteks-algebra. Ta verteks-algebra se dosta istrazˇivala
u teoriji reprezentacija Heisenberg-Virasorove verteks-algebre nivoa 0 [5], [6].
Neka je F (2) fermionska verteks-algebra generirana poljima
Ψi(z) =
∑
n∈Z
Ψi(n+
1
2
)z−n−1
takvima da za i = 1, 2, r, s ∈ 1
2
+Z vrijede sljedec´e anti-komutacijske relacije
{Ψi(r),Ψi(s)} = 0, {Ψ1(r),Ψ2(s)} = δr+s,0.
verteks-algebra F (2) posjeduje sljedec´i Virasorov vektor centralnog naboja
cfer = 1:
ωfer =
1
2
(
Ψ1(−3
2
)Ψ2(−1
2
) + Ψ2(−3
2
)Ψ1(−1
2
)
)
1.
Definiramo sljedec´a cˇetiri vektora u M(1)⊗ F (2):
α = −cL,αc(−1)
τ =
√
2(
1
2
c(−1)Ψ1(−1
2
) +
1
2
d(−1)Ψ2(−1
2
) +
cL − 3
12
Ψ2(−3
2
)−Ψ1(−3
2
))
ω =
1
2
c(−1)d(−1) + cL − 3
24
c(−2)− 1
2
d(−2) + ωfer
Ψ = −
√
2cL,αΨ2(−1
2
).
Tada vrijede sljedec´e λ-zagrade:
[αλα] = [ΨλΨ] = [αλΨ] = 0, (1.3)
[αλτ ] = Ψλ, [αλω] = αλ+ cL,αλ
2, (1.4)
[Ψλτ ] = α + 2cL,αλ, [ωλΨ] = (D +
1
2
λ)Ψ (1.5)
[ωλω] = (D + 2λ)ω +
cL
12
λ3, [τλτ ] = 2ω +
cL
3
λ2 (1.6)
[ωλτ ] = (D +
3
2
)τ (1.7)
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Teorem (3.4.1). verteks-algebra generirana s α,Ψ, τ, ω izomorfna je nekom
kvocijentu univerzalne N = 1 Heisenberg-Virasorove verteks-algebre na nivou
nula V SH(cL, cL,α) := V SH(cL, 0, cL,α).
Prema analogiji s Heisenberg-Virasorovom verteks-algebrom [11], [5], ocˇe-
kujemo da c´e V SH(cL, cL,α) biti prosta verteks-algebra pa bi gornja konstruk-
cija dala realizaciju od V SH(cL, cL,α). Nazˇalost, to nismo uspjeli dokazati,
jer je struktura modula najvec´e tezˇine u super-slucˇaju bitno kompliciranija
nego u Heisenberg-Virasorovom slucˇaju.
U cˇetvrtom poglavlju razvijamo teoriju reprezentacija Schro¨dinger-Vira-
sorove verteks-algebre. Schro¨dinger-Virasorova verteks-algebra V sv(cL, cL,β, cβ)
realizirana je kao subkvocijent Vermaovog modula V sv(cL, cL,β, cβ, 0, 0) po
idealu generiranom singularnim vektorom L(−1)vcL,cL,β ,cβ ,0,0, koji je singu-
laran vektor u kvocijentu Vermaovog modula Vsv(cL, cL,β, cβ, 0, 0) po idealu
generiranom vektorom X(−1/2)vCL,cL,β ,cβ ,0,0 :
V sv(cL, cL,β, cβ) =
Vsv(cL, cL,β, cβ, 0, 0)
〈L(−1)vcL,cL,β ,cβ ,0,0〉
Vsv(cL, cL,β, cβ, 0, 0) = V
sv(cL, cL,β, cβ, 0, 0)
〈X(−1/2)vcL,cL,β ,cβ ,0,0〉
.
Koristec´i racˇun tzv. λ-zagrada, konstruiramo primjer netrivijalnog homomor-
fizma iz univerzalne Schro¨dinger-Virasorove verteks-algebre V sv(0, 0,−1) u
Heisenberg-Weylovu verteks-algebru.
Teorem (4.5.2). Vektori
µ =
1
2
a+(−1/2)21
χ = α(−1)a+(−1/2)1
β = −a+(−1/2)a−(−1/2)1
ω =
1
2
[(
a+(−1/2)a−(−3/2)− a+(−3/2)a−(−1/2))+ α(−1)2]1
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generiraju verteks podalgebru L˜sv(0, 0,−1) od M(1) ⊗ W , koja je kvocijent
univerzalne verteks-algebre V sv (0, 0,−1) .
Neka je V H (cL, cL,β, cβ) Heisenberg-Virasorova verteks-algebra generi-
rana s β¯, ω¯ i sljedec´im λ−zagradama:[
β¯λβ¯
]
= λCβ
[ω¯λω¯] = Dω¯ + 2ω¯ +
cL
12
λ3[
ω¯λβ¯
]
= Dβ¯ + λβ¯ − λ2cL,β
Korolar (4.5.3). Za svaku uredenu trojku (cL, cL,β, cβ) ∈ C3 postoji netrivi-
jalan homomorfizam verteks-algebri
f : V sv (cL, cL,β, cβ)→M(1)⊗W ⊗ V H (cL, cL,β, cβ + 1) .
Uocˇimo da Schro¨dinger-Virasorova verteks-algebra ima Heisenberg-Vira-
sorovu verteks podalgebru pa se namec´e pitanje dekompozicije V sv (cL, cL,β, cβ)
kao modula za Heisenberg Virasorovu verteks podalgebru. Taj problem je
dosta tezˇak i u zadnjem poglavlju smo jedino uspjeli identificirati neke is-
taknute Heisenberg-Virasorove singularne vektore u free field realizaciji od
V sv(0, 0,−1).
Oznacˇimo s Mβ(1) Heisenbergovu verteks podalgebru od V
sv (0, 0,−1) gene-
rirana vektorom β i s pripadnim Virasorovim vektorom ωHeis = −12β(−1)2.
Neka je LV ir−1 Virasorova verteks-algebra generirana sljedec´im Virasorovim
vektorom centralnog naboja c = −1:
ω = ω +
1
2
β(−1)2.
Neka za r ∈ C, M(1, r) oznacˇava ireducibilni M(1)-modul gdje β(0) djeluje
kao mnozˇenje s rId, a LV ir(c, h) ireducibilni modul za Virasorovu algebru
najvec´e tezˇine (c, h). Za n ∈ Z≥0 stavimo
w2n = a
+(−1/2)2n1, w2n+1 = α(−1)a+(−1/2)2n+11.
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Lema (4.5.4). Vrijedi
(1) Za j ∈ Z≥0 je wj ∈ V sv (0, 0,−1).
(2) W2n :=
(
M(1)⊗ LV ir−1
)
.w2n ∼= Mβ(1, 2n)⊗ L˜V ir(−1, n(2n+ 1)).
(3) W2n+1 :=
(
M(1)⊗ LV ir−1
)
.w2n+1 ∼= Mβ(1, 2n+1)⊗L˜V ir(−1, (n+1)(2n+
1)).
Na kraju, racˇunamo primjer singularnog vektora za zakrenutu Heisenberg-
Virasorovu Liejevu algebru na konformnoj tezˇini tri te ga preslikavamo ko-
ristec´i Unterbergerov homomorfizam u Heisenberg-Weylovu algebru M(1)⊗
W .
Propozicija (4.5.5). Vektor
w = X(−3/2)21 + [a1M(−1)L(−2) + a2M(−3) + a3β(−1)M(−2)+
+ a4β(−2)M(−1) + a5β(−1)2M(−1)
]
1
je singularan vektor za Heisenberg-Virasorovu podalgebru V H(0, 0,−1) =
Mβ(1)⊗ LV ir−1 od V sv (0, 0,−1). Vrijedi
V H(0, 0,−1).w = Mβ(1, 2)⊗ L˜V ir(−1, 5).
Teorem (4.5.7). U univerzalnoj Schro¨dinger-Virasorovoj verteks-algebri V sv (0, 0,−1)
singularan vektor (za Heisenberg-Virasorovu verteks podalgebru V H(0, 0,−1)
)
w = X(−3/2)21− 68
107
M(−1)L(−2)1− 100
107
M(−3)1
+
43
107
β(−1)M(−2)1− 61
107
β(−2)M(−1)1 + 9
107
β(−1)2M(−1)1
se pri Unterbergerovom homomorfizmu
V sv(0, 0,−1)→M(1)⊗W
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preslikava u singularan vektor
w 7→ 9
214
[
20α(−1)2a+(−1/2)2 + 4a+(−1/2)3a−(−3/2) + 8a+(−3/2)2+
−8a+(−5/2)a+(−1/2)− 4a+(−3/2)a+(−1/2)2a−(−1/2) +
+ a+(−1/2)4a−(−1/2)2]1
u verteks-algebri M(1)⊗W.
Takoder, u Propoziciji [4.5.8] provodimo slicˇan racˇun za slucˇaj proizvolj-
nih centralnih naboja i dobivamo genericˇki V H(cL, cL,β, cβ)–singularni vektor
na konformnoj tezˇini 3 u V sv (cL, cL,β, cβ).
Pregled oznaka:
H (zakrenuta) Heisenberg-Virasorova Liejeva algebra
Lgc prosta verteks-algebra pridruzˇena Liejevoj (super)algebri g centralnog
naboja c
Lg(c1, c2, . . .) prosta verteks-algebra pridruzˇena Liejevoj (super)algebri g
centralnog naboja (c1, c2, . . .)
M(1) (prosta) Heisenbergova verteks-algebra
NS N = 1 Virasorova (Neveu-Schwarzova) Liejeva superalgebra
SH N = 1 Heisenberg-Virasorova Liejeva superalgebra
sh Schro¨dingerova Liejeva algebra
sh prosˇirena Schro¨dingerova Liejeva algebra
sv0 Schro¨dinger-Wittova Liejeva algebra
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sv Schro¨dinger-Virasorova Liejeva algebra
V gc univerzalna verteks-algebra pridruzˇena Liejevoj (super)algebri g cen-
tralnog naboja c
V g(c1, c2, . . .) univerzalna verteks-algebra pridruzˇena Liejevoj (super)algebri
g centralnog naboja (c1, c2, . . .)
V ir Virasorova Liejeva algebra
Poglavlje 2
Verteks-algebre
2.1 Verteks-algebre
U uvodnom poglavlju dajemo kratki pregled osnovnih pojmova i definicija iz
aksiomatske teorije verteks-algebri i algebri verteks operatora, koji ukljucˇuju
i standardne algebarske koncepte, poput homomorfizma verteks-algebri, nje-
nih modula kao i tenzorskog produkta verteks-algebri, sˇto c´emo koristiti u
nastavku radnje. Mnogi korisni detalji o verteks-algebrama i algebrama ver-
teks operatora mogu se nac´i npr. u [15] i [18].
Definicija 2.1.1. Verteks-algebra je uredena trojka (V, Y,1), gdje je V vek-
torski prostor nad poljem kompleksnih brojeva C, s istaknutim vakuum vek-
torom 1, a Y linearno preslikavanje s V u formalne Laurentove redove s
koeficijentima iz End(V ):
Y : V → End(V ) [[z, z−1]] Y (v, z) = ∑
n∈Z
vnz
−n−1
Y (v, z) : w 7→
∑
n∈Z
vnw
koje zadovoljava sljedec´ih pet svojstava:
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(aksiom skrac´enja ili anihilacije)
Z≥0 3 n(v, w) >> 0⇒ vn(v,w)w = 0 za sve v, w ∈ V ;
(aksiom vakuuma)
lim
z→0
Y (v, z) = Y (1, z)v = IdV ,
gdje formalni limes oznacˇava konstantni cˇlan u Laurentovom redu
Y (v, z) =
∑
n∈Z vnz
−n−1;
(aksiom stvaranja ili kreacije)
Y (v, z)1 ∈ End(V )[[z]]
tj.
Y (v, z)1 =
 ∑
n∈Z≥0
vnz
−n−1
1;
(aksiom derivacije)
[D, Y (v, z)] =
∂
∂z
Y (v, z) = Y (v−21, z) ;
(Jacobijev identitet)
z−10 δ
(
z1 − z2
z0
)
Y (v, z1)Y (w, z2)−z−10 δ
(−z2 + z1
z0
)
Y (w, z2)Y (v, z1)
= z−12 δ
(
z1 − z0
z2
)
Y (Y (v, z0)w, z2) ,
gdje je formalna delta distribucija definirana kao
δ(z) =
∑
n∈Z
zn.
Y (v, z) zovemo verteks operator ili polje pridruzˇeno vektoru v, a pri-
druzˇivanje
v 7→ Y (v, z)
zovemo state-field korespondencija.
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Definicija 2.1.2. Za
Y (v, z) =
∑
n∈Z
vnz
−n−1
definiramo formalni reziduum
ReszY (v, z) = v−1.
Uzimanjem formalnog reziduuma od lijeve i desne strane Jacobijevog
identiteta, dobivaju se formule za komutator i za n-ti produkt:
(formula za komutator)
[vm, wn] =
∞∑
j=0
(
m
j
)
(vjw)m+n−j
(formula za n-ti produkt)
(Dv)n = nvn−1
Y (vnw, z) =
( −∞∑
j=−1
vjwn−j−1 +
∞∑
j=0
wn−j−1vj
)
z−n−1
Pokazuje se da je aksiom Jacobijevog identiteta za verteks-algebre uz prisut-
stvo ostalih aksioma, ekvivalentan tzv. aksiomu lokalnosti, prema kojem
postoji n(v, w) ∈ Z≥0, takav da za svaka dva verteks operatora vrijedi
(z1 − z2)n(v,w) [Y (v, z1) , Y (w, z2)] = 0,
gdje u gornjem formalnom komutatoru Y (v, z1)Y (w, z2) razvijamo u for-
malni Laurentov red po z1 − z2, drugim rijecˇima, u podrucˇju |z2| > |z1|,
a Y (w, z2)Y (v, z1) razvijamo po −z2 + z1, tj. u podrucˇju |z1| > |z2|.
Na kraju, spomenimo da pri eksplicitnoj konstrukciji verteks-algebri i algebri
verteks operatora, vazˇnu ulogu imaju tzv. Dongova lema i teorem o generi-
rajuc´im poljima.
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Prema spomenutoj Dongovoj lemi, ukoliko su dva polja lokalna s nekim
trec´im poljem, tada je i bilo koji njihov n−ti produkt takoder lokalan s tim
trec´im poljem. Ukratko, da bi se ustanovila ili konstruirala struktura verteks-
algebre na nekom vektorskom prostoru, dovoljno je pronac´i minimalan skup
vektora takvih da su njima pridruzˇena polja sva medusobno lokalna. Tada se
cijela verteks-algebra dobiva iz tog skupa tzv. generirajuc´ih polja, uzimanjem
svih moguc´ih tzv. normalnih produkata derivacija tih generirajuc´ih polja.
Definicija 2.1.3. Neka su (V, YV ,1V ) i (W,YW ,1W ) dvije verteks-algebre.
Tada je homomorfizam jedne verteks-algebre u drugu linearni operator Ψ :
V → W koji cˇuva n-te produkte, tj. za koji vrijedi da je
Ψ (vnw) = Ψ(v)nΨ(w)
ili, zapisano u terminima verteks operatora,
Ψ(Y (v, z))w = Y (Ψ(v), z)Ψ(w).
Definicija 2.1.4. Neka je (V, Y,1) verteks-algebra. Uredena trojka (M,YM , d) ,
gdje je d ∈ End(M), je modul za verteks-algebru ako je YM linearan opera-
tor YM : V → M koji se prosˇiruje do preslikavanja, kojeg oznacˇavamo istim
simbolom, YM : V → End(M) [[z, z−1]] za koji vrijede sljedec´a svojstva:
YM(v, z) =
∑
n∈Z
v(n)z
−n−1; n(v, w) >> 0⇒ vn(v,w)w = 0;
YM(1, z) = IdM ;
[d, YM(v, z)] = YM(Dv, z) =
∂
∂z
YM(v, z);
Jacobijev identitet
z−10 δ
(
z1 − z2
z0
)
YM (v, z1)YM (w, z2)−z−10 δ
(−z2 + z1
z0
)
YM (w, z2)YM (v, z1)
= z−12 δ
(
z1 − z0
z2
)
YM (Y (v, z0)w, z2) .
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Definicija 2.1.5. Virasorova algebra V ir je beskonacˇno dimenzionalna Li-
ejeva algebra s generatorima L(n), n ∈ Z i centralnim elementom CL koji
zadovoljavaju komutacijska pravila
[L(m), L(n)] = (m− n)L(m+ n) + δm+n,0m
3 −m
12
CL, [CL, V ir] = 0.
Definicija 2.1.6. Vektor ω ∈ V u verteks-algebri V zovemo konformnim
vektorom ako komponente njemu pridruzˇenog verteks operatora:
L(z) =
∑
n∈Z
L(n)z−n−2 = Y (ω, z) =
∑
n∈Z
ωn+1z
−n−2.
zadovoljavaju komutacijske relacije Virasorove algebre V ir.
Definicija 2.1.7. Uredenu cˇetvorku (V, Y,1, ω) zovemo algebrom verteks
operatora ako vrijedi:
• operator L(−1) = ω0 je derivacija na verteks-algebri V ;
• operator L(0) = ω1 djeluje poluprosto na vektorskom prostoru V, tj. V je
odozdo ogranicˇena direktna suma konacˇno-dimenzionalnih svojstvenih
potprostora operatora L(0) :
V =
∞∐
n=0
Vn; L(0)|Vn = nIdVn , dimVn <∞.
2.2 Konformne algebre
U ovom poglavlju iskazujemo osnovne definicije o Liejevim konformnim al-
gebrama, koje igraju istu ulogu u teoriji reprezentacija Liejevih konformnih
grupa, kao Liejeve algebre u teoriji reprezentacija Liejevih grupa. Nezaobi-
lazna referenca je [18].
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Definicija 2.2.1. [18] Liejeva konformna superalgebra je Z2-graduirani lijevi
C[D]−modul R = R0¯ ⊕ R1¯, na kojem je zadano C-bilinearno preslikavanje
λ-zagrada
[·λ·] : R×R→ C[λ]⊗R
sa sljedec´im svojstvima:
• konformna seskvilinearnost ili svojstvo derivacije
[(Da)λb] = −λ [aλb]
D [aλb] = [(Da)λb] + [aλDb]
• kosa simetricˇnost
[aλb] = −p(a, b) [b−λ−Da] ;
• Jacobijev identitet
[aλ [bµc]]− p(a, b) [bλ [aµc]] = [[aλb]λ+µ c];
Napomena 1. Oznakom C[λ] ⊗ R oznacˇavamo vektorski superprostor for-
malnih polinama u varijabli λ s koeficijentima iz R.
Sada c´emo navesti neke vazˇne primjere Liejevih konformnih algebri koje
c´emo koristiti u kasnijim poglavljima.
Definicija 2.2.2. [18] Virasorova konformna algebra generirana je parnim
vektorom ω, centralnim elementom CL i sljedec´om λ-zagradom:
[ωλω] = (D + 2λ)ω +
λ3
12
CL.
Definicija 2.2.3. Heisenbergova konformna algebra ranga 1 generirana je
parnim vektorom α, centralnim elementiom Cα i λ-zagradom
[αλα] = λCα
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Definicija 2.2.4. Cliffordova konformna algebra ranga 1 generirana je ne-
parnim vektorom φ, centralnim elementiom Cφ i λ-zagradom
[φλφ] = Cφ
Definicija 2.2.5. Heisenberg-Virasorova konformna algebra generirana je
parnim vektorima α, ω, centralnim elementima Cα, CL,α, CL i sljedec´im λ-
zagradama
[αλα] = λCα
[ωλω] = (D + 2λ)ω +
λ3
12
CL
[ωλα] = (D + λ)α− λ2CL,α
Definicija 2.2.6. [18] Neveu-Schwarzova konformna superalgebra generi-
rana je parnim vektorom ω, neparnim vektorom τ te centralnim elementom
CL i sljedec´im λ-zagradama:
[ωλω] = (D + 2λ)ω +
λ3
12
CL
[ωλτ ] =
(
D +
3
2
λ
)
τ
[τλτ ] = 2ω +
λ2
3
CL
2.3 Univerzalne omotacˇke verteks-algebre
Kao sˇto se teorija reprezentacija konacˇnodimenzionalnih Liejevih algebri svodi
na proucˇavanje teorije reprezentacija njihove univerzalne omotacˇke algebre,
koja ima asocijativnu strukturu, tako se teorija reprezentacija Liejevih kon-
formnih algebri svodi na teoriju reprezentacija njima pridruzˇenih univerzalnih
omotacˇkih verteks-algebri.
S druge strane, mozˇe se pokazati da je svaka verteks-(super)algebra V ujedno
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i Liejeva konformna (super)algebra, gdje je derivacija nasljedena od derivacije
u verteks superalgebri, dok je λ−zagrada definirana izrazom
[aλb] :=
∞∑
n=0
λn
n!
a(n)b.
Definicija 2.3.1 ([18]). Univerzalna omotacˇka verteks-(super)algebra pri-
druzˇena Liejevoj konformnoj (super)algebri R je verteks-(super)algebra V R
zajedno s ulaganjem Liejevih konformnih (super)algebri ι : R ↪→ V R tako
da za svaku verteks-(super)algebru W i homomorfizam Liejevih konform-
nih (super)algebri f : R → W, postoji jedinstveni homomorfizam verteks-
(super)algebri f : V R → W.
Za danu uredenu bazu {ai} od R, monomi oblika : ai1ai2 ...ain : gdje je
ij ≤ ij+1 te ij < ij+1 ako je p
(
aij
)
= 1¯ cˇine PBW-ovu bazu od V R.
Napomena 2. Iz univerzalnog svojstva univerzalne omotacˇke verteks-(super)algebre,
mozˇe se pokazati da je ona jedinstvena do na izomorfizam verteks-(super)algebri.
Definicija 2.3.2. Heisenbergova verteks-algebra M(1) ranga 1 je univer-
zalna omotacˇka verteks-algebra pridruzˇena Heisenbergovoj konformnoj alge-
bri ranga 1.
M(1) je generirana poljem
h(z) =
∑
n∈Z
h(n)z−n−1,
cˇiji koeficijenti zadovoljavaju komutacijska pravila Heisenbergove Liejeve al-
gebre:
[h(m), h(n)] = mδm+n,0C, [h(m), C] = 0.
U M(1) centralni element C djeluje kao Id.
U M(1) postoji jednoparametarska familija konformnih vektora
ωµ = [
1
2
h(−1)2 + µh(−2)]1, µ ∈ C
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centralnog naboja cµ = 1− 12µ2.
Definicija 2.3.3. Cliffordova verteks-algebra F (1
2
) ranga 1 je univerzalna
omotacˇka verteks super-algebra pridruzˇena Cliffordovoj konformnoj algebri
ranga 1.
F (1
2
) je generirana poljem
φ(z) =
∑
n∈Z
φ(n+
1
2
)z−n−1,
cˇiji koeficijenti zadovoljavaju antikomutacijska pravila Cliffordove Liejeve al-
gebre:
[φ(m+
1
2
), φ(n+
1
2
)]+ = δm+n+1,0C.
U F (1
2
) centralni element C djeluje kao Id.
F (1
2
) posjeduje konformni vektor
ω =
1
2
φ(−3
2
)φ(−1
2
)1
centralnog naboja 1
2
.
Definicija 2.3.4. Heisenberg-Cliffordova verteks-algebra SM(1) je univer-
zalna omotacˇka verteks-algebra pridruzˇena Heisenberg-Cliffordovoj konform-
noj algebri.
SM(1) je generirana poljima
h(z) =
∑
n∈Z
h(n)z−n−1
φ(z) =
∑
n∈Z
φ(n+
1
2
)z−n−1,
cˇiji koeficijenti zadovoljavaju superkomutacijska pravila Heisenberg-Cliffordove
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Liejeve superalgebre:
[h(m), h(n)] = mδm+n,0C[
φ(m+
1
2
), φ(n+
1
2
)
]
+
= δm+n+1,0C[
h(m), φ(n+
1
2
)
]
= [h(m), C] =
[
φ(m+
1
2
), C
]
= 0
U SM(1) centralni element C djeluje kao Id.
U SM(1) postoji jednoparametarska familija konformnih vektora
ωµ =
[
1
2
h(−1)2 + 1
2
φ(−3
2
)φ(−1
2
) + µh(−2)
]
1
centralnog naboja cµ =
3
2
− 3µ2.
Definicija 2.3.5. Heisenberg-Virasorova algebra H je beskonacˇnodimenzi-
onalna Liejeva algebra s generatorima α(n), L(n), n ∈ Z te tri centralna
elementa Cα, CL,α, CL, koji zadovoljavaju sljedec´e komutacijske relacije:
[α(m), α(n)] = δm+n,0mCα
[L(m), α(n)] = −nα(m+ n)− δm+n,0(m2 +m)CL,α
[L(m), L(n)] = (m− n)L(m+ n) + δm+n,0m
3 −m
12
CL
Definicija 2.3.6. N = 1 superkonformna ili Neveu-Schwarzova Liejeva alge-
bra NS je beskonacˇnodimenzionalna Liejeva algebra s parnim generatorima
L(n), n ∈ Z, neparnim generatorima G(n+ 1
2
), n ∈ Z te parnim centralnim
elementom CL, koji zadovoljavaju sljedec´e superkomutacijske relacije:
[L(m), L(n)] = (m− n)L(m+ n) + δm+n,0m
3 −m
12
CL[
G(m+
1
2
), G(n+
1
2
)
]
+
= 2L(m+ n+ 1) + δm+n+1,0
m2 +m
3
CL[
L(m), G(n+
1
2
)
]
= (
m
2
− n− 1
2
)G(m+ n+
1
2
)
[NS, CL] = 0
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Definicija 2.3.7. [18] Univerzalna N = 1 Neveu-Schwarzova verteks-algebra
centralnog naboja cL, u oznaci V
NS
cL
, je univerzalna omotacˇka verteks-algebra
pridruzˇena Neveu-Schwarzovoj superkonformnoj algebri iz definicije 2.2.6,
gdje centralni element CL djeluje kao cLId.
Prosta N = 1 Neveu-Schwarzova verteks-algebra centralnog naboja cL, u oz-
naci LNScL je (jedinstveni) prosti kvocijent of V
NS
cL
.
Opiˇsimo V NScL kao NS-modul.
Definiramo sljedec´e Liejeve podalgebre od NS:
NS+ = spanC{L(n), G(n+ 1/2)| n ∈ Z>0} ∪ spanC{G(1/2)}
NS− = spanC{L(n), G(n+ 1/2)| n ∈ Z<0}
NS0 = spanC{L(0), CL}.
Tada vrijedi trokutasta dekompozicija
NS = NS− ⊕NS0 ⊕NS+.
Za svaki (cL, h) ∈ C2, neka je CvcL,h 1-dimenzionalan NS+ ⊕ NS0-modul
takav da je za n ∈ Z≥0:
L(n)vcL,h = hδn,0vcL,h
G(n+
1
2
)vcL,h = 0
CLvcL,h = cLvcL,h
Definiramo Vermaov modul V NS(cL, h) kao inducirani NS-modul
V NS(cL, h) := U(NS)⊗U(NS+⊕NS0) CvcL,h.
Promatramo slucˇaj h = 0. Tada je G(−1/2)vcL,0 singularan vektor za Liejevu
superalgebru NS u Vermaovom modulu V NS(cL, 0). Pokazuje se da je uni-
verzalna N = 1 superkonformna verteks-algebra realizirana na kvocijentnom
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modulu:
V NScL =
V NS(cL, 0)
〈G(−1/2)vcL,0〉
,
gdje je 〈G(−1/2)vcL,0〉 NS-podmodul generiran s G(−1/2)vcL,0.
Ta verteks-algebra je generirana poljima
L(z) =
∑
n∈Z
L(n)z−n−2
G(z) =
∑
n∈Z
G(n+
1
2
)z−n−2
Theorem 2.3.8. [18] Pretpostavimo da postoje vektori ω ∈ V i τ ∈ V koji
zadovoljavaju sljedec´e relacije:
ω0ω = Dω, ω1ω = 2ω, ω2ω = 0, ω3ω =
c
2
1, cL ∈ C, ωkω = 0; k ≥ 4
τ0τ = 2ω, τ1τ = 0, τ2τ =
2
3
cL1, τkτ = 0, k ≥ 2
ω0τ = Dτ, ω1τ =
3
2
τ, ωkτ = 0, k ≥ 1.
Tada je verteks-algebra V modul za superkonformnu verteks-algebru V NScL .
Primjenom gornjeg teorema i komutatorske formule
[a(m), b(n)] :=
∞∑
j=0
(
m
j
)
(a(j)b)(m+n−j)
direktno se pokazuje da svaki V NScL -modul ujedno ima i strukturu reprezen-
tacije Liejeve konformne algebre 2.2.6.
Poglavlje 3
Verteks-algebre pridruzˇene
reprezentacijama N = 1
Heisenberg-Virasorove algebre
U ovom poglavlju c´emo definirati super analogon Heisenberg Virasorove Li-
ejeve algebre i njoj pridruzˇenu verteks-algebru. Prvo c´emo definirati N = 1
Heisenberg-Virasorovu konformnu Liejevu superalgebru, a onda c´e N = 1
Heisenberg-Virasorova verteks-algebra biti univerzalna verteks-algebra pri-
druzˇena toj konformnoj Liejevoj superalgebri. Prezentirat c´emo realiza-
cije tih verteks-algebri. Kao i u slucˇaju Heisenberg-Virasorove Liejeve al-
gebre, bitno c´e biti razlikovati slucˇajeve koji ovise o djelovanju central-
nog elementa Cα. Ako centralni element djeluje netrivijalno, tada je pri-
druzˇena verteks-algebra tenzorski produkt Heisenberg Cliffordove verteks-
algebra SM(1) i Neveu-Schwarzove verteks-algebre. Na ovaj nacˇin dajemo
super-analogon odredenih rezultata iz cˇlanka [9]. U slucˇaju kad cα djeluje
trivijalno (taj slucˇaj zovemo nivo nula), nasˇi rezultati daju super-analogon
realizacije iz cˇlanka D. Adamovic´a i G. Radobolje [5]. Dajemo free-field re-
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alizaciju na nivou nula, te konstruiramo familije singularnih vektora na tom
nivou. Nazˇalost, potpunu strukturu Vermaovih modula na nivou nula josˇ
uvijek nismo u moguc´nosti odrediti. No, prezentiramo slutnju o egzistenciji
singularnih vektora koja je temeljena na primjerima singularnih vektora koje
smo konstruirali.
3.1 Heisenberg-Cliffordova verteks-algebra
Verteks-algebra SM(1) je generirana s h, φ i sljedec´im λ-zagradama:
[hλh] = λ [φλφ] = 1 [hλφ] = 0 (3.1)
PBW baza od SM(1) dana je s
φ(−m1 − 1/2) · · ·φ(−ms − 1/2) · h(−j1 − 1) · · ·h(−jt − 1)1 (3.2)
gdje je m1 > · · · > ms ≥ 0, j1 ≥ · · · ≥ jt ≥ 0.
Uocˇimo da SM(1) sadrzˇi podalgebru izomorfnuN = 1 Neveu-Schwarzovoj
verteks-algebri V NScµ gdje je cµ = 3/2− 3µ2, pri cˇemu su N = 1 superkonfor-
mni vektor i odgovarajuc´i Virasorov vektor dani s [18]:
τ1 = (h(−1)φ(−1/2) + µφ(−3/2)) 1 (3.3)
ω1 =
1
2
τ0τ =
1
2
(
h(−1)2 + µh(−2) + φ(−3/2)φ(−1/2))1. (3.4)
3.2 Definicija N = 1 Heisenberg-Virasorove
verteks-algebre
Definicija 3.2.1. N = 1 Heisenberg-Virasorova algebra SH je beskonacˇnodi-
menzionalna Liejeva superalgebra s parnim generatorima α(n), L(n), n ∈ Z,
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neparnim generatorima Ψ(n+ 1
2
), G(n+ 1
2
), n ∈ Z te tri centralna elementa
Cα, CL,α, CL, koji zadovoljavaju sljedec´e superkomutacijske relacije:
[α(m), α(n)] = δm+n,0mCα
[L(m), α(n)] = −nα(m+ n)− δm+n,0(m2 +m)CL,α
[L(m), L(n)] = (m− n)L(m+ n) + δm+n,0m
3 −m
12
CL
[Ψ(m+
1
2
),Ψ(n+
1
2
)]+ = δm+n+1,0Cα
[α(m),Ψ(n+
1
2
)] = 0
[G(m+
1
2
), G(n+
1
2
)]+ = 2L(m+ n+ 1) + δm+n+1,0
m2 +m
3
CL
[L(m), G(n+
1
2
)] = (
m
2
− n− 1
2
)G(m+ n+
1
2
)
[α(m), G(n+
1
2
)] = mΨ(m+ n+
1
2
)
[Ψ(m+
1
2
), L(n)] =
2m+ n+ 1
2
Ψ(m+ n+
1
2
)
[Ψ(m+
1
2
), G(n+
1
2
)]+ = α(m+ n+ 1) + δm+n+1,02mCL,α
[SH, Cα] = [SH, CL] = [SH, CL,α] = 0 (3.5)
Definicija 3.2.2. N = 1 Heisenberg-Virasorova konformna algebra je defi-
nirana parnim vektorima α, ω, parnim centralnim elementima Cα, CL,α, CL
i neparnim vektorima Ψ, τ te sljedec´im λ-zagradama:
[αλα] = λCα [ΨλΨ] = Cα [αλΨ] = 0
[ωλω] = (D + 2λ)ω +
λ3
12
CL [ωλτ ] = (D + λ
3
2
)τ [τλτ ] = 2ω +
λ2
3
CL
[ωλα] = Dα + λα− λ2CL,α [ωλΨ] = (D + 1
2
λ)Ψ
[Ψλτ ] = α + 2λCL,α, [ωλΨ] = (D +
1
2
λ)Ψ [αλτ ] = λΨ (3.6)
Oznacˇimo s V SH(cL, cL,α, cα), univerzalnu omotacˇku verteks-algebru pri-
druzˇenu N = 1 Heisenberg-Virasorovoj konformnoj algebri. Ona je generi-
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rana poljima
α(z) =
∑
n∈Z
α(n)z−n−1
L(z) =
∑
n∈Z
L(n)z−n−2 =
∑
n∈Z
ωn+1z
−n−1
Ψ(z) =
∑
n∈Z
Ψ(n+
1
2
)z−n−1
G(z) =
∑
n∈Z
G(n+
1
2
)z−n−2 =
∑
n∈Z
τn+1z
−n− 3
2
Neka LSH(cL, cL,α, cα) oznacˇava prosti kvocijent od V SH(cL, cL,α, cα).
Primjenom komutatorske formule [a(m), b(n)] :=
∑∞
j=0
(
m
j
)
(a(j)b)(m+n−j) na
njihove koeficijente, direktno se pokazuje da je svaki V SH(cL, cL,α, cα)-modul,
ujedno modul za N = 1 Heisenberg-Virasorovu Liejevu algebru SH.
Opiˇsimo V SH(cL, cL,α, cα) kao SH-modul.
Definirajmo sljedec´e Liejeve podalgebre od SH:
SH+ = spanC{L(n), G(n+ 1/2), α(n),Ψ(n+ 1/2)| n ∈ Z>0} ∪
∪ spanC{G(1/2),Ψ(1/2)}
SH− = spanC{L(n), G(n+ 1/2), α(n),Ψ(n+ 1/2)| n ∈ Z<0}
SH0 = spanC{L(0), α(0), CL, CL,α, Cα}.
Tada vrijedi trokutasta dekompozicija
SH = SH+ ⊕ SH0 ⊕ SH−.
Za svaki (cL, cL,α, cα, h, hα) ∈ C5, neka je Cvh,hα 1-dimenzionalan SH+⊕SH0-
modul takav da je za n ∈ Z≥0:
L(n)vh,hα = hδn,0vh,hα
α(n)vh,hα = hαδn,0vh,hα
G(n+
1
2
)vh,hα = Ψ(n+
1
2
)vh,hα = 0
(CL, CL,α, cα)vh,hα = (cL, cL,α, cα)vh,hα
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Definiramo Vermaov modul V SH(cL, cL,α, cα, h, hα) kao inducirani SH-
modul
V SH(cL, cL,α, cα, h, hα) := U(SH)⊗U(SH+⊕SH0) CvcL,cL,α,cα,h,hα .
Promatramo slucˇaj h = hα = 0. Tada je G(−1/2)vcL,cL,α,cα,0,0 singularan
vektor u V SH(cL, cL,α, cα, 0, 0) i imamo kvocijentni modul:
VSH(cL, cL,α, cα, 0, 0) = V
SH(cL, cL,α, cα, 0, 0)
〈G(−1/2)vcL,cL,α,cα,0,0〉
,
gdje je 〈G(−1/2)vcL,cL,α,cα,0,0〉 SH-podmodul generiran sG(−1/2)vcL,cL,α,cα,0,0.
Neka je 1 vektor najvec´e tezˇine u VSH(cL, cL,α, cα, 0, 0). Tada je
G(−1/2)1 = 0
L(−1)1 = G(−1/2)21 = 0.
Propozicija 3.2.3. Na nivou SH-modula, imamo:
V SH(cL, cL,α, cα) ∼= VSH(cL, cL,α, cα, 0, 0).
Kao vektorski prostor, V SH(cL, cL,α, cα) je izomorfan s
V NScL ⊗
∧
spanC{Ψ(−n− 1/2)| n ∈ Z≥0} ⊗ C[α(−n) | n ∈ Z≥1],
Dokaz. Prema definiciji univerzalne omotacˇke verteks-algebre pridruzˇene Li-
ejevoj konformnoj algebri, vidimo da se PBW baza od V SH(cL, cL,α, cα) sas-
toji od monoma oblika
G(−n1 − 3/2) · · ·G(−nr − 3/2)Ψ(−m1 − 1/2) · · ·Ψ(−ms − 1/2)
·α(−j1 − 1) · · ·α(−jt − 1)L(−k1 − 2) · · ·L(−ku − 2)1
gdje je n1 > · · ·nr ≥ 0, m1 > . . .ms ≥ 0, j1 ≥ · · · ≥ jt ≥ 0, k1 ≥ · · · ≥ ku ≥
0. Medutim, to je upravo baza od VSH(cL, cL,α, cα, 0, 0). Dokaz slijedi.
Pokazuje se da verteks-algebra V SH(cL, cL,α, cα) ima jedinstveni prosti
kvocijent, koji oznacˇavamo s LSH(cL, cL,α, cα)
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3.3 Realizacija na nivou razlicˇitom od nule
Iz Propozicije 3.2.3 slijedi da je univerzalna N = 1 Heisenberg-Virasorova
verteks-algebra kao vektorski prostor izomorfna V NScL ⊗ SM(1). U ovom
odjeljku, prosˇirit c´emo taj izomorfizam do izomorfizma verteks-algebri.
Prvo se podsjetimo da SM(1) ima strukturu reprezentacije N = 1 Neveu-
Schwarzove verteks-algebre, gdje je superkonforman vektor dan s (3.3).
Sljedec´i rezultat kazˇe da je na SM(1) definirana reprezentacija proste N = 1
Heisenberg-Virasorove verteks-algebre.
Theorem 3.3.1. Za fiksan µ ∈ C, cα 6= 0, vektori α = √cαh,Ψ = √cαφ,
ω, τ , na SM(1) generiraju strukturu reprezentacije proste verteks-algebre
LSH(cµ, cα,L, cα) gdje je
cµ =
3
2
− 3µ2
cα,L =
1
2
µcα.
Dokaz. Dovoljno je pokazati da ta cˇetiri vektora zadovoljavaju λ−zagrade iz
definicije 3.2.2.
Uocˇimo da su τ and ω isti kao u (3.3) and (3.4) te stoga zadovoljavaju
iste λ-zagrade kao za univerzalnu N = 1 Neveu-Schwarzovu verteks-algebru
centralnog naboja cµ =
3
2
− 3µ2:
[τλτ ] = 2ω +
λ2
6
cµ
[ωλτ ] = (D + λ
3
2
)τ
[ωλω] = (D + 2λ)ω +
λ3
12
cµ
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Sljedec´e λ-zagrade lako se odreduju
[αλα] = cαλ
[ωλΨ] = (D +
1
2
λ)Ψ
[ωλα] = (D + λ)α +
√
cαω2h
λ2
2
= (D + λ)α−√cαµλ
2
2
kao i
[Ψλτ ] = Ψ(1/2)τ + λΨ(3/2)τ
=
√
cα(φ(1/2)τ + λφ(3/2)τ)
=
√
cαh+
√
cαµλ
= α + 2cα,L
[αλτ ] = λΨ
Kako je SM(1) prosta verteks-algebra generirana s α,Ψ, jasno je da je
SM(1) ∼= LSH(cµ, cα,L, cα). Dokaz slijedi.
Za cL 6= 0 neka LNScL (resp. V NScL ) oznacˇava prostu (resp. univerzalnu)
N = 1 Neveu-Schwarzovu verteks-algebru generiranu s τ¯ and ω¯ = 1
2
τ¯0τ¯ te
sljedec´im λ-zagradama
[τ¯λτ¯ ] = 2ω¯ +
λ2
3
c
[ω¯λτ¯ ] = (D + λ
3
2
)τ¯
[ω¯λω¯] = (D + 2λ)ω¯ +
c
12
λ3
Korolar 3.3.2. Za proizvoljnu uredenu trojku (cL, cL,α, cα) ∈ C3, cα 6= 0
vrijedi izomorfizam verteks-algebri:
LSH(cL, cL,α, cα) ∼= SM(1)⊗ LNScL−cµ . (3.7)
Dokaz. Neka je µ = 2cα,L/cα. Tada sljedec´a cˇetiri vektora u
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SM(1)⊗ LNScL−cµ ∼= LSH(cµ, cα,L, cα)⊗ LNScL−cµ :
α˜ = α ∈ SM(1)
Ψ˜ = Ψ ∈ SM(1)
ω˜ = ωSM(1) + ω¯
τ˜ = τSM(1) + τ¯
zadovoljavaju iste λ−zagrade kao generatori od V SH(cα, cL,α, cL). To daje
homomorfizam verteks-algebri
f : V SH(cL, cL,α, cα)→ SM(1)⊗ LNScL−cµ .
Sljedec´e uocˇimo da svi generatori od SM(1) ⊗ LNScL−cµ pripadaju Im(f) pa
zakljucˇujemo da je f surjektivno. (Zaista, α i Ψ pripadaju Im(f) prema
definiciji, stoga generatori od SM(1) pripadaju Im(f). Kako su ωSM(1),
τSM(1) konstruirani iz α, Ψ zakljucˇujemo da oni takoder pripadaju Im(f).
Stoga, ω¯ i τ¯ su elementi iz Im(f). )
S druge strane, verteks-algebra SM(1)⊗LNScL−cµ je tenzorski produkt dvije
proste verteks-algebre pa je prosta. Dakle, (3.7) vrijedi. Dokaz slijedi.
Theorem 3.3.3. Vrijedi sljedec´i izomorfizam verteks-algebri:
V SH(cL, cL,α, cα) ∼= SM(1)⊗ V NScL−cµ , (3.8)
gdje su cα 6= 0 i cµ kao u Teoremu 3.3.1.
Dokaz. Prvo uocˇimo da je SM(1)⊗V NScL−cµ SH-modul najvec´e tezˇine s najvec´om
tezˇinom (0, 0) takav da vrijedi
G(−1/2)(1⊗ 1) = L(−1)(1⊗ 1) = 0.
Stoga SM(1)⊗V NScL−cµ mora biti neki kvocijent od VSH(cL, cL,α, cα, 0, 0). No,
iz propozicije 3.2.3 lako se vidi da je V SH(cα, cL,α, cL) kao vektorski prostor
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izomorfan
SM(1)⊗ V NScL−cµ ,
cˇime je tvrdnja dokazana.
3.4 Realizacija na nivou nula
Neka je L = Zc+Zd resˇetka takva da je 〈c, c〉 = 〈d, d〉 = 0, 〈c, d〉 = 2 i neka je
VL = C[L]⊗M(1) verteks-algebra pridruzˇena resˇetki L, gdje je M(1) Heisen-
bergova verteks-algebra ranga 2 generirana poljima c(z) =
∑
n∈Z c(n)z
−n−1,
d(z) =
∑
n∈Z d(n)z
−n−1, a C[L] grupovna algebra pridruzˇena resˇetki L. Ele-
menti grupovne algebre se zapisuju kao eγ, γ ∈ L. Neka je Y (·, z) verteks
operator koji definira strukturu verteks-algebre na VL. Detaljnije o verteks-
algebrama pridruzˇenim resˇetkama mozˇe se procˇitati u monografijama [25]
i [18]. Takoder, o primjeni ove verteks-algebre za Heisenberg-Virasorovu
verteks-algebru se mozˇe pronac´i u [5].
Schurov polinom
Sm(γ) = Sm(γ(−1), γ(−2), . . . , γ(−m))
za m ∈ Z≥, γ ∈ L, definira se pomoc´u sljedec´e formule
exp
( ∞∑
n=1
γ(−n)z
n
n
)
=
∞∑
m=0
Sm(γ)z
m.
Direktno se vidi da je
S0(γ) = 1,
S1(γ) = γ(−1)
S2(γ) =
1
2
(γ(−1)2 + γ(−2)).
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Mozˇe se pokazati da je formula za n-ti produkt eαne
β u verteks-algebri VL
eαne
β = S−n−1−〈α,β〉(α)eα+β,
za n ∈ Z, α, β ∈ L te vrijedi
eαt e
β = 0 za t ≥ −〈α, β〉.
Neka je F (2) fermionska verteks-algebra generirana poljima
Ψi(z) =
∑
n∈Z
Ψi(n+
1
2
)z−n−1
takvima da za i = 1, 2, r, s ∈ 1
2
+Z vrijede sljedec´e antikomutacijske relacije
{Ψi(r),Ψi(s)} = 0, {Ψ1(r),Ψ2(s)} = δr+s,0.
verteks-algebra F (2) posjeduje sljedec´i Virasorov vektor centralnog naboja
cfer = 1:
ωfer =
1
2
(
Ψ1(−3
2
)Ψ2(−1
2
) + Ψ2(−3
2
)Ψ1(−1
2
)
)
1.
Definiramo sljedec´a cˇetiri vektora u M(1)⊗ F (2):
α = −cL,αc(−1)
τ =
√
2(
1
2
c(−1)Ψ1(−1
2
) +
1
2
d(−1)Ψ2(−1
2
) +
cL − 3
12
Ψ2(−3
2
)−Ψ1(−3
2
))
ω =
1
2
c(−1)d(−1) + cL − 3
24
c(−2)− 1
2
d(−2) + ωfer
Ψ = −
√
2cL,αΨ2(−1
2
).
Neka L˜SH(cL, cL,I) oznacˇava verteks podalgebru od M(1) ⊗ F (2) generiranu
poljima pridruzˇenim vektorima α,Ψ, τ, ω.
Theorem 3.4.1. verteks-algebra L˜SH(cL, cL,I) izomorfna je nekom kvoci-
jentu N = 1 Heisenberg-Virasorove verteks-algebre na nivou nula V SH(cL, cLI) :=
V SH(cL, 0, cL,I).
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Dokaz. Dokaz slijedi iz sljedec´ih λ-zagrada:
[ωλω] = (D + 2λ)ω +
cL
12
λ3, [τλτ ] = 2ω +
cL
3
λ2 (3.9)
[ωλτ ] = (D +
3
2
λ)τ (3.10)
[αλα] = [ΨλΨ] = [αλΨ] = 0, (3.11)
[αλτ ] = Ψλ, [αλω] = αλ+ cL,αλ
2, (3.12)
[Ψλτ ] = α + 2cL,αλ, [ωλΨ] = (D +
1
2
λ)Ψ (3.13)
Konformni vektor ω mozˇe se zapisati kao suma dvaju komutirajuc´ih konfor-
mnih vektora
ω = ωHV ir + ωfer,
gdje je
ωHvir =
1
2
c(−1)d(−1) + cL − 3
24
c(−2)− 1
2
d(−2)
konformni vektor centralnog naboja cL−1 ([5], [6]) a ωfer je konformni vektor
u F (2) centralnog naboja c = 1. Stoga je ω konformni vektor centralnog
naboja cL.
Dokazˇimo sada da je
τ0τ = 2ω, τ1τ = 0, τ2τ =
2
3
cL1,
odakle slijedi relacija (3.9). Imamo:
1
2
τ0τ =
1
2
(
Ψ1(−3
2
)Ψ2(−1
2
) + Ψ2(−3
2
)Ψ1(−1
2
)
)
1
+
cL − 3
24
c(−2)− 1
2
d(−2) + 1
2
c(−1)d(−1) = ω
τ1τ =
(
Ψ1(−1
2
)Ψ2(−1
2
) + Ψ2(−1
2
)Ψ1(−1
2
)
)
1 = 0
τ2τ = 2(1 +
cL − 3
24
)1 =
2
3
cL.
Dokaz λ-zagrada (3.10)-(3.13) je lagan.
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3.5 Singularni vektori u Vermaovom modulu
na nivou 0: Primjeri
3.5.1 Singularni vektori konformne tezˇine 1/2
Propozicija 3.5.1. Neka je cα = 0 i cL,α 6= 0. U Vermaovom modulu
V SH(cL, cL,α, hα, h) postoji singularan vektor konformne tezˇine 1/2 ako i samo
ako je hα = 0 ili
hα
cL,α
= 2.
Za hα = 0, singularni vektor je jedinstven do na skalarni faktor i dan je
formulom
w1 = (G(−1/2) + h
cL,α
Ψ(−1/2))vhα,h.
Ako je hα
cL,α
= 2, singularni vektor je Ψ(−1/2)vhα,h.
Napomena 3. Uocˇimo da je u prvom, tj. drugom slucˇaju
hα
cL,α
− 1 = −p, za p = 1, odnosno, hα
cL,α
− 1 = p, za p = 1.
Dokaz. U PBW bazi, vektor konformne tezˇine 1/2 ima oblik
w1 = (a1Ψ(−1/2) + a2G(−1/2))vhα,h,
(gdje je vhα,h vektor najvec´e tezˇine u V
SH(cL, cL,α, hα, h)).
Vidimo
G(n+ 1/2)w1 = Ψ(n+ 1/2) = L(n+ 1)w1 = α(n+ 1)w1 = 0 za n ≥ 1.
Dakle, uvjeti za singularne vektore su
Ψ(1/2)w1 = G(1/2)w1 = 0
Direktni racˇun pokazuje
Ψ(1/2)w1 = a2hαvhα,h
G(1/2)w1 = (a1(hα − 2cL,α)a1 + 2ha2)vhα,h
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Iz prve jednadzˇbe slijedi da je ili a2 = 0 ili hα = 0.
Ako je a2 = 0, tada je nuzˇno hα = 2cL,α.
Ako je hα = 0, druga jednadzˇba povlacˇi
− 2cL,αa1 + 2ha2 = 0,
tj. a1 =
h
cL,α
a2. Tvrdnja slijedi.
Korolar 3.5.2. Neka je hα = 0. Za svaki n ∈ Z>0 vektor
n∏
i=1
(
G(−1/2) + h+
n−i
2
cL,α
Ψ(−1
2
)
)
v0,h
je singularan vektor u V SH(cL, cL,α, 0, h) konformne tezˇine n/2.
Dokaz. Prvo uocˇimo da je
w1 =
(
G(−1/2) + h
cL,α
Ψ(−1
2
)
)
v0,h
singularan vektor u V SH(cL, cL,α, 0, h) tezˇine (0, h + 12). Iz univerzalnosti
Vermaovog modula zakljucˇujemo da postoji netrivijalni homomorfizam
Φ : V SH(cL, cL,α, hα, h+ 12)→ V SH(cL, cL,α, hα, h)
Φ : v
hα,h+
1
2
7→ w1
S druge strane, Vermaov modul V SH(cL, cL,α, hα, h+ 12) ima singularni vektor
w2 =
(
G(−1/2) + h+ 1/2
cL,α
Ψ(−1
2
)
)
v
hα,h+
1
2
kojeg homomorfizam Φ preslikava u(
G(−1/2) + 2h+ 1
2cL,α
Ψ(−1
2
)
)(
G(−1/2) + h
cL,α
Ψ(−1
2
)
)
vhα,h.
Nastavljanjem postupka dobivamo trazˇeni singularni vektor.
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3.5.2 Singularni vektori konformne tezˇine 1
Pogledajmo slucˇaj n = 2 iz prethodnog Korolara 3.5.2. Tada imamo singu-
larni vektor(
G(−1/2) + h
cL,α
Ψ(−1
2
)
)(
G(−1/2) + 2h+ 1
2cL,α
Ψ(−1
2
)
)
vhα,h
=
(
G(−1
2
)2 +
h
cL,α
Ψ(−1
2
)G(−1
2
) +
2h+ 1
2cL,α
G(−1
2
)Ψ(−1
2
)
)
vhα,h
=
(
L(−1)− 1
2cL,α
G(−1
2
)Ψ(−1
2
) +
2h+ 1
2cL,α
α(−1)
)
vhα,h
= − 1
2cL,α
(G(−1/2)Ψ(−1/2)− 2cL,αL(−1)− (2h+ 1)α(−1)) vhα,h.
Propozicija 3.5.3. Neka je cα = 0. U Vermaovom modulu V
SH(cL, cL,α, h, hα)
postoji singularan vektor konformne tezˇine 1 ako i samo ako je hα = 0, i on
je, do na skalar, jednak prethodno izracˇunatom vektoru.
w2 = (G(−1/2)Ψ(−1/2)− 2cL,αL(−1)− (2h+ 1)α(−1))vhα,h
Dokaz. U PBW bazi, vektor konformne tezˇine 1 ima oblik
w2 = (a1L(−1) + a2α(−1) + a3G(−1/2)Ψ(−1/2))vhα,h,
Vidimo da je za svaki n ≥ 1,
L(n+ 1)w2 = α(n+ 1)w2 = Ψ(n+ 1/2)w2 = G(n+ 1/2)w2 = 0,
i da je
α(1)w2 = [Ψ(1/2), G(1/2)]+w2
pa su uvjeti na singularne vektore
L(1)w2 = Ψ(1/2)w2 = G(1/2)w2 = 0
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Direktnim racˇunom se pokazuje
L(1)L(−1)v = 2hv
L(1)α(−1)v = (hα − 2cL,α)v
L(1)G(−1/2)Ψ(−1/2)v = (hα − 2cL,α)v
Ψ(1/2)L(−1)v = 0
Ψ(1/2)α(−1)v = 0
Ψ(1/2)G(−1/2)Ψ(−1/2)v = hαΨ(−1/2)v
G(1/2)L(−1)v = G(−1/2)v
G(1/2)α(−1)v = Ψ(−1/2)v
G(1/2)G(−1/2)Ψ(−1/2)v = (2h+ 1)Ψ(−1/2)v − (hα − 2cL,α)G(−1/2)v
Odavde dobivamo
L(1)w2 = (2ha1 + (hα − 2cL,α)a2 + (hα − 2cL,α)a3)vhα,h
Ψ(1/2)w2 = hαa3Ψ(−1/2)vhα,h
G(1/2)w2 = (a1 − (hα − 2cL,α)a3)G(−1/2)vhα,h
+ (a2 + (2h+ 1)a3)Ψ(−1/2)vhα,h
Zbog linearne nezavisnosti vektora PBW baze Vermaovog modula, izlazi sus-
tav jednadzˇbi:
2ha1 + (hα − 2cL,α)a2 + (hα − 2cL,α)a3 = 0 (3.14)
hαa3 = 0 (3.15)
a1 − (hα − 2cL,α)a3 = 0 (3.16)
a2 + (2h+ 1)a3 = 0 (3.17)
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Za hα 6= 0, vidimo da sustav ima jedino trivijalno rjesˇenje.
Za hα = 0, sustav ima netrivijalno rjesˇenje dano s
a1 = −2cL,αa3, a2 = −(2h+ 1)a3, a3 ∈ C.
Tvrdnja slijedi.
3.5.3 Singularni vektori konformne tezˇine 3/2
Propozicija 3.5.4. Neka je cα = 0. U Vermaovom modulu V
SH(cL, cL,α, hα, h)
postoji singularan vektor konformne tezˇine 3/2 ako i samo ako je hα = 0,
hα
cL,α
= 4 ili hα
cL,α
= −2.
Za hα = 0 vektor je dan u Korolaru 3.5.2 za n = 3:
w
(1)
3 =
(
L(−1)G(−1/2) + 2h+ 3
cL,α
L(−1)Ψ(−1/2)
)
vhα,h
+
(
4h+ 1
cL,α
α(−1)G(−1/2) + 2h(h+ 1)
c2L,α
α(−1)Ψ(−1/2)
)
vhα,h
U drugom slucˇaju singularni vektor je dan s
w
(2)
3 =
(
Ψ(−3/2)− 1
2cL,α
α(−1)Ψ(−1/2)
)
vhα,h,
a u trec´em slucˇaju s
w
(3)
3 =
(
G(−3/2) + 2h+
2
3
cL − 3
6cL,α
Ψ(−3/2)
)
vhα,h +
+
(
1
2cL,α
(L(−1)Ψ(−1/2) + α(−1)G(−1/2) + 4h+
1
3
cL
12c2L,α
α(−1)Ψ(−1/2)
)
vhα,h
Napomena 4. Uocˇimo da je u prvom, tj. drugom slucˇaju,
hα
cL,α
− 1 = p, za p = 3, odnosno, hα
cL,α
− 1 = −p, za p = 3.
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Dokaz. U PBW bazi, vektor konformne tezˇine 3/2 ima oblik
w3 = (a1L(−1)G(−1/2) + a2L(−1)Ψ(−1/2) + a3α(−1)G(−1/2)+
+ a4α(−1)Ψ(−1/2))vhα,h + (a5Ψ(−3/2) + a6G(−3/2)) vhα,h
Vidimo da je dovoljno provjeriti
α(1)w3 = L(1)w3 = Ψ(1/2)w3 = G(1/2)w3 = G(3/2)w3 = 0.
Direktni racˇun pokazuje
L(1)L(−1)G(−1/2)v = (2h+ 1)G(−1/2)v
L(1)L(−1)Ψ(−1/2)v = (2h+ 1)Ψ(−1/2)v
L(1)α(−1)G(−1/2)v = (hα − 2cL,α)G(−1/2)v
L(1)α(−1)Ψ(−1/2)v = (hα − 2cL,α)Ψ(−1/2)v
L(1)Ψ(−3/2)v = Ψ(−1/2)v
L(1)G(−3/2)v = 2G(−1/2)v
α(1)L(−1)G(−1/2)v = hαG(−1/2)v
α(1)L(−1)Ψ(−1/2)v = hαΨ(−1/2)v
α(1)α(−1)G(−1/2)v = 0
α(1)α(−1)Ψ(−1/2)v = 0
α(1)Ψ(−3/2)v = 0
α(1)G(−3/2)v = Ψ(−1/2)v
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Ψ(1/2)L(−1)G(−1/2)v = hαL(−1)v
Ψ(1/2)L(−1)Ψ(−1/2)v = 0
Ψ(1/2)α(−1)G(−1/2)v = hαα(−1)v
Ψ(1/2)α(−1)Ψ(−1/2)v = 0
Ψ(1/2)Ψ(−3/2)v = 0
Ψ(1/2)G(−3/2)v = α(−1)v
G(1/2)L(−1)G(−1/2)v = (2h+ 1)L(−1)v
G(1/2)L(−1)Ψ(−1/2)v = G(−1/2)Ψ(−1/2)v + (hα − 2cL,α)L(−1)v
G(1/2)α(−1)G(−1/2)v = −G(−1/2)Ψ(−1/2)v + (2h+ 1)α(−1)v
G(1/2)α(−1)Ψ(−1/2)v = (hα − 2cL,α)α(−1)v
G(1/2)Ψ(−3/2)v = α(−1)v
G(1/2)G(−3/2)v = 2L(−1)v
G(3/2)L(−1)G(−1/2)v = 4hv
G(3/2)L(−1)Ψ(−1/2)v = 2(hα − 2cL,α)v
G(3/2)α(−1)G(−1/2)v = −hαv
G(3/2)α(−1)Ψ(−1/2)v = 0
G(3/2)Ψ(−3/2)v = (hα − 4cL,α)v
G(3/2)G(−3/2)v = (2h+ 2
3
cL)v
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Sada imamo
L(1)w3 = ((2h+ 1)a1 + (hα − 2cL,α)a3 + 2a6)G(−1/2)vhα,h
+ ((2h+ 1)a2 + (hα − 2cL,α)a4 + a5)Ψ(−1/2)vhα,h
= 0 (3.18)
α(1)w3 = hαa1G(−1/2)vhα,h + (hαa2 + a6)Ψ(−1/2)vhα,h = 0 (3.19)
Ψ(1/2)w3 = hαa1L(−1)vhα,h + (hαa3 + a6)α(−1)vhα,h = 0 (3.20)
G(1/2)w3 = ((2h+ 1)a1 + (hα − 2cL,α)a2 + 2a6)L(−1)vhα,h
+ ((2h+ 1)a3 + (hα − 2cL,α)a4 + a5)α(−1)vhα,h
+ (a2 − a3)G(−1/2)Ψ(−1/2)vhα,h
= 0 (3.21)
G(3/2)w3 = (4ha1 + 2(hα − 2cL,α)a2 − hαa3 + (hα − 4cL,α)a5 +
+(2h+
2
3
cL)a6)vhα,h = 0 (3.22)
Odavde zbog linearne nezavisnosti vektora PBW baze Vermaovog mo-
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dula, izlazi sustav
(2h+ 1)a1 + (hα − 2cL,α)a3 + 2a6 = 0 (3.23)
(2h+ 1)a2 + (hα − 2cL,α)a4 + a5 = 0 (3.24)
hαa1 = 0 (3.25)
hαa2 + a6 = 0 (3.26)
hαa3 + a6 = 0 (3.27)
a2 = a3 (3.28)
zajedno s uvjetom
4ha1 + 2(hα − 2cL,α)a2 − hαa3 + (hα − 4cL,α)a5 + 2(h+ cL/3)a6 = 0. (3.29)
Sada provodimo diskusiju rjesˇenja.
Iz jednadzˇbe (3.25) slijedi ili hα = 0 ili a1 = 0.
Promatramo slucˇaj hα 6= 0 i a1 = 0.
Sada jednadzˇbe (3.26), (3.27) i (3.28) povlacˇe:
a6 = −hαa2 = −hαa3. (3.30)
Ako je a2 = 0, tada imamo
a1 = a2 = a3 = a6 = 0, (3.31)
sˇto uvrsˇtavanjem u jednadzˇbu (3.24) daje
a5 = −(hα − 2cL,α)a4, (3.32)
odnosno, u jednadzˇbu (3.29)
(hα − 4cL,α)a5 = 0. (3.33)
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Sada vidimo ako je hα 6= 4cL,α, da je tada i hα − 2cL,α 6= 2cL,α 6= 0, pa je i
a4 = a5 = 0, tj. rjesˇenje sustava je trivijalno.
U suprotnom, rjesˇenje sustava je netrivijalno:
a4 = − 1
2cL,α
a5. (3.34)
Ako je pak a2 6= 0, tada su i a3 6= 0 kao i a6 6= 0, pa uvrsˇtavanje u jednadzˇbu
(3.23) daje sustav
(hα + 2cL,α)a3 = 0
−2hαa2 + (hα − 2cL,α)a3 = 0 (3.35)
Determinanta ovog sustava je
2hα(hα + 2cL,α) (3.36)
i ona, prema pretpostavci da je a2 6= 0 a time i a3 6= 0, mora iˇscˇezavati, a kako
smo pretpostavili da je hα 6= 0, zakljucˇujemo da je tada nuzˇno hα+2cL,α = 0,
pa imamo
a2 = a3 =
1
2cL,α
a6, (3.37)
sˇto redom uvrsˇtavanjem u jednadzˇbe (3.24) i (3.29) daje preostale koeficijente
a5 =
2h+ 2
3
cL − 3
6cL,α
a6 (3.38)
a4 =
4h+ 1
3
cL
12c2L,α
a6 (3.39)
Tvrdnja slijedi.
3.5.4 Singularni vektori za p = 2 i p = 4
Direktnim racˇunom kao i u prethodnim slucˇajevima, pokazuje se
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Propozicija 3.5.5. Neka je cα = 0, hα = (1 + n)cL,α, |n| = 2.
U Vermaovom modulu V SH(cL, cL,α, hα = −cL,α, h) postoji singularan
vektor konformne tezˇine 2 koji je dan formulom
s− = − 3cL,α(13 + c+ 8h)α(−2)− (21 + c+ 24h)α(−1)2 − 48c2L,αL(−2) +
− 48cL,αα(−1)L(−1) + 24cL,αG(−3/2)Ψ(−1/2) +
+ 24cL,αG(−1/2)Ψ(−3/2) + 2(−15 + c)Ψ(−3/2)Ψ(−1/2) +
+ 24G(−1/2)Ψ(−1/2)α(−1)
U Vermaovom modulu V SH(cL, cL,α, hα = 3cL,α, h) postoji singularan vek-
tor koji je dan formulom
s+ = α(−2)− 1
cL,α
α(−1)2 + 2
cL,α
Ψ(−3/2)Ψ(−1/2) (3.40)
Propozicija 3.5.6. U Vermaovom modulu V SH(cL, cL,α, hα = 5cL,α, h) pos-
toji singularan vektor konformne tezˇine 4 koji je dan formulom
α(−4)− 4
3cα,L
α(−3)α(−1)− 1
2cα,L
α(−2)2 + 1
c2α,L
α(−2)α(−1)2 +
− 1
6c3α,L
α(−1)4 + 2
3c2α,L
Ψ(−3/2)Ψ(−1/2)α(−2) +
+
2
3c3α,L
Ψ(−3/2)Ψ(−1/2)α(−1)2 − 8
3c2α,L
Ψ(−5/2)Ψ(−1/2)α(−1) +
+
4
3cα,L
Ψ(−7/2)Ψ(−1/2) + 4
cα,L
Ψ(−5/2)Ψ(−3/2)
3.5.5 Slutnja
Na osnovu prethodnih formula imamo ovakvu slutnju:
Slutnja 3.5.7. Neka je n = hα
cα,L
− 1 i p = |n|.
• Vermaov modul V SH(cL, cL,α, h, hα) je ireducibilan ako i samo ako n /∈
Z ili n = 0.
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• Ako je n neparan cijeli broj, tada V SH(cL, cL,α, h, hα) sadrzˇi singularni
vektor konformne tezˇine p/2.
• Ako je n paran cijeli broj, tada V SH(cL, cL,α, h, hα) sadrzˇi singularni
vektor konformne tezˇine p.
Dokaz ove slutnje zahtjeva determinantnu formulu. Slutnju c´emo proucˇa-
vati u zajednicˇkom cˇlanku s D. Adamovic´em i G. Radoboljom [2].
3.6 Screening operator i singularni vektor kon-
formne tezˇine p/2: p pozitivan neparan
broj
Zbog kratkoc´e zapisa koristimo sljedec´u oznaku:
V SH(h, hα) := V SH(cL, cL,α, cα = 0, h, hα).
3.6.1 Screening operatori-motivacija konstrukcije
U ovom poglavlju c´emo objasniti nasˇu metodu konstrukcije singularnih vek-
tora pomoc´u screening operatora. Screening operatori su jedna od najvazˇnijih
metoda za konstrukciju singularnih vektora. Napomenimo samo sljedec´e pri-
mjere:
• Virasorovi singularni vektori su tako konstruirani u cˇlancima Feigin-
Fuchsa [14], Tsuchiya-Kanie [37]. Ta konstrukcija se mozˇe nac´i i u
monografiji Iohara i Koge [17].
• Singularni vektori u slucˇaju zakrenute Heisenberg-Virasorove algebre
nivoa 0 su konstruirani pomoc´u screening operatora u cˇlancima D. Ada-
movic´a i G. Radobolje [5], [7].
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Nasˇ cilj je koristiti screening operatore u slucˇaju algebre SH. Osnovna ideja
je sljedec´a. Pretpostavimo da imamo dva Vermaova modula V SH(h, hα) i
V SH(h′, h′α) s vektorima najvec´e tezˇine v, v
′ redom. Takoder, pretpostavimo
da postoji preslikavanje SH-modula
f : V SH(h′, h′α)→ V SH(h, hα),
koje komutira s parnim, a antikomutira s neparnim elementima od SH.
Ako je f(v′) 6= 0, tada je f(v′) singularan vektor u Vermaovom modulu
V SH(h, hα). Zaista, treba provjeriti da je
Xf(v′) = 0, ∀X ∈ SH+.
Buduc´i da je Xv′ = 0, to je
Xf(v′) = ±f(Xv′) = 0.
Prema tome f(v′) je singularni vektor u Vermaovom modulu V SH(h, hα)
tezˇine (h′, h′α).
Postavlja se pitanje kako konstruirati taj homomorfizam. Nasˇa konstruk-
cija c´e biti sljedec´a. Pronac´i c´emo jedan singularan vektor s u verteks-algebri
VL ⊗ F (2) (vidi Lemu 3.6.1). Pokazat c´emo da nulta komponenta Q verteks
operatora Y (s, z) komutira s parnim, a anti-komutira s neparnim vektorima.
Prema tome operator Q c´e imati ulogu gornjeg preslikavanja f . Sad preostaje
konstruirati Vermaove module. Ti Vermaovi moduli c´e biti realizirati kao
V SH(h′, h′α) := U(SH).e−
p+1
2
d+(r−1/2)c, V SH(h, hα) := U(SH).e− p+12 d+rc.
Prema tome je
Q : V SH(h′, h′α)→ V SH(h, hα)
i Qe−
p+1
2
d+(r−1/2)c je singularni vektor u Vermaovom modulu V SH(h, hα).
Formula za taj singularni vektor c´e koristiti Schurove polinome i genera-
tore Cliffordove verteks-algebre.
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3.6.2 Konstrukcija screening operatora
Kao dodatni argument za Slutnju 3.5.7 prezentirat c´emo dokaz da u slucˇaju
kad je p pozitivan neparan broj postoji singularan vektor na nivou p/2. U
tu svrhu c´emo konstruirati screening operator koji komutira (odnosno, anti-
komutira) s djelovanjem nasˇe Liejeve superalgebre.
Lema 3.6.1. Neka je s = Ψ2(−12)e
1
2
c. Tada imamo
G(−1/2)s =
√
2De
1
2
c,
G(1/2)s =
√
2e
1
2
c,
G(n+ 1/2)s = 0, (n ≥ 1)
L(−1)s = Ds
L(0)s = s
L(n)s = 0, (n ≥ 1)
α(n)s = 0
Ψ(n+ 1/2)s = 0
Dokaz. Podsjetimo se da je
τ =
√
2
(
1
2
c(−1)Ψ1(−1
2
) +
1
2
d(−1)Ψ2(−1
2
) +
cL − 3
12
Ψ2(−3
2
)−Ψ1(−3
2
)
)
.
Dobivamo
G(−1/2)s =
√
2
2
c(−1)Ψ1(1
2
)Ψ2(−1
2
)e
1
2
c =
√
2
2
c(−1)e 12 c =
√
2De
1
2
c
G(1/2)s =
√
2(−DΨ1)1Ψ2(−1
2
)e
1
2
c =
√
2Ψ1(
1
2
)Ψ2(−1
2
)e
1
2
c =
√
2e
1
2
c
G(n+ 3/2)s = L(n+ 1)s = 0 (n ≥ 0)
L(0)s = [L(0),Ψ2(−1/2)]e 12 c + Ψ2(−1/2)L(0)e 12 c = (1
2
+
1
2
)s = s
L(−1)s = Ds
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Theorem 3.6.2. [2] Operator Q = s0 = ReszY (s, z) komutira ili antikomu-
tira s generatorima od SH.
Dokaz. Pomoc´u komutatorske formule dobivamo
[G(n+ 1/2), Q] = [τn+1, s0]
= (G(−1/2)s)n+1 + (n+ 1)(G(1/2)s)n
=
√
2((De
c
2 )n+1 + (n+ 1)e
c
2
n
=
√
2(−n− 1 + n+ 1)e
c
2
n = 0.
[L(n), Q] = [ωn+1, s0]
= (Ds)n+1 + (n+ 1)sn = (−n− 1 + n+ 1)sn = 0.
3.6.3 Singularni vektori preko screening operatora
Definiramo Schurove polinome Sr(α) := Sr(α(−1), α(−2), · · · ) koristec´i nji-
hovu funkciju izvodnicu
exp
( ∞∑
n=1
α(−n)z
n
n
)
=
∞∑
r=0
Sr(α)z
r.
Posebno, imamo
S0(α) = 1, S1(α) = α(−1), S2(α) = 1
2
(
α(−1)2 + α(−2)) .
Theorem 3.6.3. [2] Pretpostavimo da je cL,α 6= 0 i
hα
cL,α
− 1 = p (p ∈ Z>0, p neparan).
Tada u Vermaovom modulu V SH(cL, cL,α, h, hα) s vektorom najvec´e tezˇine
vh,hα, postoji netrivijalan singularni vektor konformne tezˇine p/2 koji je oblika
p−1
2∑
i=0
Ψ(−1/2− i)Sp−1
2
−i
(
− α
2cL,α
)
vh,hα .
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Dokaz. Koristec´i free field realizaciju, Vermaov modul V SH(cL, cL,α, h, hα)
mozˇemo reprezentirati kao V SH(cL, cL,α).e−
p+1
2
d+rc. Zaista,
α(0)e−
p+1
2
d+rc = cL,α(p+ 1)e
− p+1
2
d+rc
L(0)e−
p+1
2
d+rc = hp,re
− p+1
2
d+rc
gdje je
hp,r = −r(p+ 1)− cL − 3
24
(p+ 1) + r = −rp− cL − 3
24
(p+ 1).
Primjenom screening operatora Q na e−
p+1
2
d+(r− 1
2
)c, dobivamo za p neparan:
vsing = Qe
− p+1
2
d+(r− 1
2
)c = Ψ2(−1/2)S p−1
2
(
c
2
)e−
p+1
2
d+rc,
pri cˇemu je tezˇina singularnog vektora
hp,r +
p− 1
2
+ 1/2 = hp,r +
p
2
.
Poglavlje 4
Verteks-algebre pridruzˇene
reprezentacijama
Schro¨dinger-Virasorove algebre
4.1 Weylova verteks-algebra
U ovom kratkom poglavlju dajemo definiciju Weylove verteks-algebre ili, u
fizikalnoj literaturi, poznatije kao β − γ sustav. Navodimo konstrukciju jed-
noparametarske familije konformnih vektora u Weylovoj verteks-algebri. De-
taljna diskusija ovih konformnih vektora mozˇe se nac´i u [12]. Uocˇavamo da je
Heisenbergovo polje dobiveno kao normalni produkt dvaju generirajuc´ih po-
lja Weylove verteks-algebre, primarno ako i samo ako za parametar uzmemo
µ = 1
2
.
Weylova verteks-algebraW je generirana poljima a± i sljedec´im λ-zagradama:
[a±λ a
±] = 0, [a+λ a
−] = 1.
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Generatore a± identificiramo sa sljedec´im formalnim Laurentovim redovima
a±(z) =
∑
n∈Z
a±
(
n+
1
2
)
z−n−1.
W ima dodatnu strukturu ireducibilne reprezentacije beskonacˇnodimenzionalne
Weylove algebre, koja je asocijativna algebra generirana elementima
a±(m+ 1/2), m ∈ Z
i komutatorskim relacijama
[a±(m+
1
2
), a±(n+
1
2
)] = 0
[a+(m+
1
2
), a−(n+
1
2
)] = δm+n+1,0,
za sve m,n ∈ Z.
Theorem 4.1.1. [12] U Weylovoj verteks-algebri W postoji jednoparametar-
ska familija konformnih vektora ωµ, µ ∈ C
ωµ = (1− µ)a+(−1
2
)a−(−3
2
)1− µa+(−3
2
)a−(−1
2
)1,
pri cˇemu je njihov centralni naboj jednak
cµ = 12µ
2 − 12µ+ 2
Definicija 4.1.2. Za vektor u algebri verteks operatora v ∈ V kazˇemo da je
primaran ukoliko su ispunjena sljedec´a svojstva:
• v je homogen obzirom na konformnu gradaciju konformne tezˇine
∆ <∞
• L(n)v = 0 za sve n > 0
Lema 4.1.3. Vektori a± = a±(−1
2
)1 su primarni vektori u Weylovoj verteks-
algebri konformnih tezˇina (1− µ, µ).
Posebno, njihova konformna tezˇina je 1
2
ako i samo ako je µ = 1
2
.
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Dokaz. Ova tvrdnja se mozˇe nac´i u [12]. Zbog potpunosti navodimo osnovne
relacije potrebne za tu tvrdnju.
Racˇunamo
a+0 ωµ = a
+(1/2)ωµ = µa
+(−3/2)1 = −µDa+
a+1 ωµ = a
+(3/2)ωµ = (1− µ)a+(−1/2)1 = (1− µ)a+
a+nωµ = 0 (n ≥ 2)
a−0 ωµ = a
−(1/2)ωµ = (1− µ)a−(−3/2)1 = −(1− µ)Da−
a−1 ωµ = a
−(3/2)ωµ = µa−(−1/2)1 = µa−
a−nωµ = 0 (n ≥ 2)
Sada komutatorska formula povlacˇi
Lµ(0)a
+ = [Lµ(0), a
+(−1/2)]1 = −[a+−1, (ωµ)1]1 = −(a+0 ωµ)0 + (a+1 ωµ)−1
= (µ(Da+)0 + (1− µ)a+−1)1 = (1− µ)a+.
Lµ(n)a
+ = [Lµ(n), a
+(−1/2)]1 = −[a+−1, (ωµ)n+1]1 = −(a+0 ωµ)n + (a+1 ωµ)n−1
= (µ(Da+)n + (1− µ)a+n−1)1 = 0 (n ≥ 1)
Lµ(0)a
− = [Lµ(0), a−(−1/2)]1 = −[a−−1, (ωµ)1]1 = −(a−0 ωµ)0 + (a−1 ωµ)−1
= (−(1− µ)(Da−)0 + µa−−1)1 = µa−.
Lµ(n)a
− = [Lµ(n), a−(−1/2)]1 = −[a−−1, (ωµ)n+1]1 = −(a−0 ωµ)n + (a−1 ωµ)n−1
= (−(1− µ)(Da−)n + µa−n−1)1 = 0 (n ≥ 1).
Ovim je dokazano da su a± primarni i da je konformna tezˇina 1/2 ako i samo
ako je µ = 1/2.
Uocˇimo da je za µ = 1
2
, centralni naboj Virasorovog polja jednak cL = −1.
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Lema 4.1.4. Vektor
β = −a+(−1
2
)a−(−1
2
)1
je Heisenbergov vektor nivoa −1 u Weylovoj verteks-algebri. Nadalje, on je
primaran konformne tezˇine 1 obzirom na Virasorovo polje Lµ(z) ako i samo
ako je µ = 1
2
.
Dokaz. Imamo
β(0)β = 0; β(1)β = −a+(1
2
)a−(
1
2
)a+(−1
2
)a−(−1
2
) = −1.
Dakle β je Heisenbergov vektor nivoa −1. Iz prethodne leme i formule za
komutator dobivamo
[Lµ(n), a
+(m+ 1/2)] = (−m− µ(n+ 1))a+(m+ n+ 1/2),
[Lµ(n), a
−(m+ 1/2)] = (−m+ (µ− 1)(n+ 1))a−(m+ n+ 1/2).
Za n ≥ 1 vrijedi:
Lµ(n)β = −Lµ(n)a+(−1/2)a− = (1−µ(n+1))a+(n−1/2)a− = (2µ−1)δn,11
sˇto povlacˇi da je β primaran ako i samo ako je µ = 1/2. Buduc´i da je
L(0)β = (1− µ+ µ)β = β, konformna tezˇina je 1.
4.2 Kociklusi za prosˇirenu Schro¨dinger-Wittovu
Liejevu algebru
U ovom kratkom poglavlju slijedimo izlaganje iz [38].
Definicija 4.2.1. 2-kociklus ϕ na Liejevoj algebri g s vrijednostima u trivi-
jalnom g−modulu C je bilinearno preslikavanje
ϕ : g× g→ C
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koje zadovoljava svojstvo antisimetricˇnosti:
ϕ(x, y) = −ϕ(y, x),∀x,y ∈ g;
i Jacobijev identitet:
ϕ ([x, y], z) + ϕ ([y, z], x) + ϕ ([z, x], y) = 0,∀x,y, z ∈ g
Vektorski prostor svih 2-kociklusa na Liejevoj superalgebri g oznacˇavat c´emo
s B2(g,C).
Definicija 4.2.2. Za svaki 2-kociklus ϕ : g → C, i svaku linearnu funkciju
f : g→ C definiramo 2-korub:
ϕ¯f (x, y) = ϕ(x, y)− f([x, y]),∀x, y ∈ g;
Vektorski prostor svih 2-korubova na Liejevoj superalgebri g oznacˇavat c´emo
s C2(g,C).
Uocˇimo da je C2(g,C) ⊆ B2(g,C).
Definicija 4.2.3. Kvocijentni vektorski prostor
H2(g,C) = B2(g,C)/C2(g,C)
zovemo druga kohomologija Liejeve algebre g s vrijednostima u g-modulu C.
Definicija 4.2.4. Schro¨dingerova algebra sh je konacˇnodimenzionalna Li-
ejeva algebra s generatorima L±1, L(0), X± 1
2
i centralnim elementom M0,
definirana kao semidirektan produkt(
sl(2,R)n
〈
X± 1
2
〉)
⊕ spanC {M0} ,
gdje je
〈
X± 1
2
〉
konacˇnodimenzionalna Heisenbergova algebra:[
X± 1
2
, X± 1
2
]
= δ±M0.
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Djelovanje Liejeve algebre sl(2,R) s generatorima L−1, L0, L1 i relacijama
[L0, L1] = −2L1, [L0, L−1] = 2L−1, [L−1, L1] = L0,
definirano je, za n ∈ {−1, 0, 1}, s:
[Ln, X± 1
2
] = −
(
±1
2
− n
2
)
Xn± 1
2
Definicija 4.2.5. [38] Schro¨dinger-Wittova algebra sv0 je beskonacˇnodimenzionalna
Liejeva algebra s generatorima L(n),M(n), X
(
n+ 1
2
)
, n ∈ Z, koji zadovo-
ljavaju sljedec´e komutacijske relacije:
[L(m), L(n)] = (m− n)L(m+ n) (4.1)[
L(m), X
(
n+
1
2
)]
=
(
m− 1
2
− n
)
X
(
m+ n+
1
2
)
(4.2)
[L(m),M(n)] = −nM(m+ n) (4.3)[
X
(
m+
1
2
)
, X
(
n+
1
2
)]
= (m− n)M(m+ n+ 1) (4.4)[
M(m), X
(
n+
1
2
)]
= [M(m),M(n)] = 0. (4.5)
Theorem 4.2.6. [39] [40] Schro¨dinger-Wittova Liejeva algebra sv0 posjeduje
tri netrivijalna centralna prosˇirenja dana sljedec´im trima kociklusima:
ϕ1 (L(m), L(n)) =
m3 −m
12
δm+n,0;
ϕ2 (L(m),M(n)) =
(
m2 −m) δm+n,0;
ϕ3 (M(m),M(n)) = mδm+n,0
Definicija 4.2.7. [38] Prosˇirenu Schro¨dingerovu algebru sh ⊃ sh definiramo
kao semidirektan produkt
sh ' 〈N0〉n sh,
gdje N0 djeluje kao derivacija na sh :
[N0, L0,±1] = 0
[
N0, X± 1
2
]
= X± 1
2
, [N0,M0] = 2M0.
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Definicija 4.2.8. [38] Prosˇirena Schro¨dinger-Wittova algebra sv0 ⊃ sv0 je
prosˇirenje Schro¨dinger-Wittove algebre dodatnim generatorima N(n) te ko-
mutacijskim relacijama:
[L(m), N(n)] = −nN(m+ n) (4.6)
[N(m), N(n)] = 0, (4.7)[
N(m), X
(
n+
1
2
)]
= X
(
m+ n+
1
2
)
(4.8)
[N(m),M(n)] = 2M(m+ n) (4.9)
Lema 4.2.9. [16] [38]
1. Stavimo
h =
{
L0,M0, X 1
2
}
h˜ = 〈N0〉n h
Tada je h Liejeva podalgebra od sh i h˜ je Liejeva podalgebra od sh i
vrijedi:
sh = hn 〈L(m)|m ∈ Z〉
sh = h˜n
〈
X
(
m+
1
2
)
,M(m)|m ∈ Z
〉
gdje je 〈L(m)|m ∈ Z〉 Wittova algebra.
Liejeve algebre h i h˜ su rjesˇive.
2. Schro¨dinegrova algebra sh je maksimalna Liejeva podalgebra Schro¨dinger-
Wittove algebre sv0, dok je prosˇirena Schro¨dingerova algebra sh '
〈N0〉 n sh, maksimalna Liejeva podalgebra Schro¨dinger-Wittove alge-
bre sv0
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3. Liejeva algebra sv0 ima tri nezavisne klase centralnih prosˇirenja danih
sljedec´im kociklusima:
ϕ(L(m), L(n)) =
m3 −m
12
δm+n,0
ϕ(L(m), N(n)) = −(m2 −m)δm+n,0
ϕ(N(m), N(n)) = mδm+n,0
4.3 Schro¨dinger-Virasorova algebra i pridru-
zˇena univerzalna omotacˇka verteks-algebra
Schro¨dinger-Virasorova Liejeva algebra je semi-direktan produkt Heisenberg-
Virasorove Liejeve algebre s nilpotentnim idealom generiranim primarnim
poljima X(z) i M(z) konformne tezˇine 3
2
, odnosno 1.
Svrha ovog poglavlja je poopc´enje Unterbergerovog rezultata da Heisenberg-
Weylova verteks-algebra ima strukturu modula za Schro¨dinger-Virasorovu
verteks-algebru centralnog naboja (0, 0,−1).
Definicija 4.3.1. Schro¨dinger-Virasorova algebra sv je beskonacˇnodimen-
zionalna Liejeva algebra s generatorima β(n), L(n),M(n), X(n + 1
2
), n ∈
Z te trima centralnim elementima Cβ, Cβ,L, CL koji zadovoljavaju sljedec´e
komutacijske relacije:
[L(m), L(n)] = (m− n)L(m+ n) + δm+n,0m
3 −m
12
CL
[β(m), β(n)] = δm+n,0mCβ
[L(m), β(n)] = −nβ(m+ n)− δm+n,0(m2 −m)CL,β
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[X(m+
1
2
), X(n+
1
2
)] = (m− n)M(m+ n+ 1)
[L(m),M(n)] = −nM(m+ n)
[β(m),M(n)] = 2M(m+ n)
[L(m), X(n+
1
2
)] =
(
m− 1
2
− n
)
X(m+ n+
1
2
)
[β(m), X(n+
1
2
)] = X(m+ n+
1
2
)
[M(m),M(n)] = 0
[M(m), X(n+
1
2
)] = 0
gdje su m,n ∈ Z te
[sv, CL] = [sv, CL,β] = [sv, Cβ] = 0,
Definicija 4.3.2. Schro¨dinger-Virasorova konformna algebra definirana je
vektorima β, ω, µ, χ te centralnim elementima Cβ, CL,β, CL koji zadovoljavaju
sljedec´e λ− zagrade:
[ωλω] = (D + 2λ)ω +
λ3
12
CL (4.10)
[ωλχ] = (D + λ
3
2
)χ (4.11)
[ωλµ] = (D + λ)µ (4.12)
[χλχ] = (D + 2λ)µ (4.13)
[χλµ] = [µλµ] = 0 (4.14)
[ωλβ] = (D + λ)β − λ2CL,β (4.15)
[βλβ] = λCβ (4.16)
[βλχ] = χ (4.17)
[βλµ] = 2µ (4.18)
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Definicija 4.3.3. Schro¨dinger-Virasorova verteks-algebra V sv (cL, cL,β, cβ) je
univerzalna omotacˇka verteks-algebra pridruzˇena Schro¨dinger-Virasorovoj kon-
formnoj algebri.
Schro¨dinger-Virasorova verteks-algebra je generirana poljima
β(z) =
∑
n∈Z
β(n)z−n−1
L(z) =
∑
n∈Z
L(n)z−n−2 =
∑
n∈Z
ωn+1z
−n−1
X(z) =
∑
n∈Z
X(n+
1
2
)z−n−2
M(z) =
∑
n∈Z
M(n)z−n−1
Primjenom komutatorske formule [a(m), b(n)] :=
∑∞
j=0
(
m
j
)
(a(j)b)(m+n−j) na
njihove koeficijente, direktno se pokazuje da je svaki V sv(cL, cL,β, cβ)-modul,
modul za Schro¨dinger-Virasorovu Liejevu algebru sv.
Definiramo sljedec´e Liejeve podalgebre od sv:
sv+ = spanC{L(n), X(n+ 1/2), β(n),M(n)| n ∈ Z>0} ∪
∪ spanC{X(1/2),M(0)}
sv− = spanC{L(n), X(n+ 1/2), β(n),M(n)| n ∈ Z<0}
sv0 = spanC{L(0), β(0), CL, CL,β, Cβ}
Tada vrijedi trokutasta dekompozicija
sv = sv+ ⊕ sv0 ⊕ sv−.
Za (cL, cL,β, cβ, h, hβ) ∈ C5 neka je Cv 1-dimenzionalan sv+⊕sv0-modul takav
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da je za n ∈ Z≥0:
L(n)v = hδn,0v
β(n)v = hβδn,0v
X(n+
1
2
)v = M(n)v = 0
(CL, CL,β, cβ)v = (cL, cL,β, cβ)v
Definiramo Vermaov modul V sv(cL, cL,β, cβ, h, hβ) kao inducirani sv-modul
V sv(cL, cL,β, cβ, h, hβ) := U(sv)⊗U(sv+⊕sv0) Cv.
Ciklicˇki vektor 1⊗ v ∈ V sv(cL, cL,β, cβ, h, hβ) oznacˇit c´emo s vh,hβ .
Pogledajmo sad Vermaov modul V sv(cL, cL,β, cβ, 0, 0). Vektor X(−12)v0,0
je singularan vektor u tom Vermaovom modulu. Uocˇimo da je
X(
1
2
)L(−1)v0,0 = X(−1
2
)v0,0
pa zakljucˇujemo da je vektor L(−1)v0,0 subsingularan u V sv(cL, cL,β, cβ, 0, 0).
(Preciznije, L(−1)v0,0 je singularan vektor u kvocijentu od V sv(cL, cL,β, cβ, 0, 0)
po podmodulu generiranom s X(−1
2
)v0,0).
Univerzalna verteks-algebra V sv(cL, cL,β, cβ) je realizirana kao kvocijent
Vermaovog modula V sv(cL, cL,β, cβ, 0, 0) po podmodulu generiranom vekto-
rom L(−1)v0,0:
V sv(cL, cL,β, cβ) =
V sv(cL, cL,β, cβ, 0, 0)
〈L(−1)v0,0〉 .
Kao vektorski prostor, V sv(cL, cL,β, cβ) je izomorfan s
C[X(−n− 3/2), β(−n− 1), L(−n− 2),M(−n− 1) | n ∈ Z≥0].
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4.4 Heisenberg-Weylova verteks-algebra
Heisenberg-Weylova verteks-algebraM(1)⊗W je univerzalna omotacˇka verteks-
algebra pridruzˇena Heisenberg-Weylovoj konformnoj algebri koja je generi-
rana s α, a+, a− i sljedec´im λ-zagradama:
[αλα] = λ [a
+
λ a
−] = 1, [a±λ a
±] = 0, [αλa±] = 0 (4.19)
PBW baza od M(1)⊗W dana je s
α(−j1 − 1) · · · α(−jt − 1)a+(−m1 − 1/2) · · · a+(−ms − 1/2)
a−(−n1 − 1/2) · · · a−(−np − 1/2)1
gdje je j1 ≥ · · · ≥ jt ≥ 0,m1 ≥ · · · ≥ ms ≥ 0, n1 ≥ · · ·np ≥ 0.
Fiksirajmo sljedec´i Virasorov vektor centralnog naboja 0:
ω = ω1/2 + ωHeis
ωHeis =
1
2
α(−1)21
ω1/2 =
1
2
a+(−1
2
)a−(−3
2
)1− 1
2
a+(−3
2
)a−(−1
2
)1
Neka je
L(z) = Y (ω, z) = L1/2(z) + LHeis(z) =
∑
n∈Z
L(n)z−n−2.
Nadalje, neka su dani sljedec´i vektori u Heisenberg-Weylovoj verteks-algebri
M(1)⊗W :
β = −a+(−1
2
)a−(−1
2
)1
µ =
1
2
a+(−1
2
)21
χ = α(−1)a+(−1
2
)1
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te ih identificirajmo sa sljedec´im formalnim Laurentovim redovima:
β(z) =
∑
n∈Z
β(n)z−n−1
M(z) =
∑
n∈Z
M(n)z−n−1
X(z) =
∑
n∈Z
X(n+
1
2
)z−n−2
Lema 4.4.1. Na M(1)⊗W , vrijede sljedec´i komutatori:
[L(n), α(m)] = −mα(n+m)[
L(n), a+
(
m+
1
2
)]
= −
(
m+
n+ 1
2
)
a+
(
m+ n+
1
2
)
[
L(n), a−
(
m+
1
2
)]
= −
(
m+
n+ 1
2
)
a−
(
m+ n+
1
2
)
[β(n), α(m)] = 0[
β(n), a+
(
m+
1
2
)]
= −a+
(
m+ n+
1
2
)
[
β(n), a−
(
m+
1
2
)]
= a−
(
m+ n+
1
2
)
[
X
(
n+
1
2
)
, α(m)
]
= −ma+
(
m+ n+
1
2
)
[
X
(
n+
1
2
)
, a+
(
m+
1
2
)]
= 0[
X
(
n+
1
2
)
, a−
(
m+
1
2
)]
= α(m+ n+ 1)
[M(n), α(m)] = 0[
M(n), a+
(
m+
1
2
)]
= 0[
M(n), a−
(
m+
1
2
)]
= a+
(
m+ n+
1
2
)
Dokaz. Racˇunamo
2α0ω = 0
2α1ω = α(−1)1 = α
2αnω = 0 (n ≥ 2)
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α0χ = 0
α1χ = α(1)χ = a
+(−1/2)1 = a+
αnχ = 0 (n ≥ 2)
αnβ = 2αnµ = 0 (n ≥ 0)
2a+(0)ω = a
+(1/2)ω = −a+(−3/2)1 = −Da+
2a+(1)ω = a
+(3/2)ω = a+(−1/2)1 = a+
2a+(n)ω = 0 (n ≥ 2)
a+(0)β = a
+(1/2)β = −a+(−1/2)1 = −a+
a+(1)β = a
+(3/2)β = 0
a+(n)β = 0 (n ≥ 2)
a+(n)χ = 2a
+
(n)µ = 0 (n ≥ 0)
2a−(0)ω = a
−(1/2)ω = −a−(−3/2)1 = −Da−
2a−(1)ω = a
−(3/2)ω = a−(−1/2)1 = a−
2a−(n)ω = 0 (n ≥ 2)
a−(0)β = a
−(1/2)β = a−(−1/2)1 = a−
a−(n)β = 0 (n ≥ 1)
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a−(0)χ = a
−(1/2)χ = −α(−1)1 = −α
a−(n)χ = 0 (n ≥ 1)
2a−(0)µ = a
−(1/2)µ = 2a+(−1/2)1 = 2a+
2a−(n)µ = 0 (n ≥ 1)
Sada komutatorska formula povlacˇi tvrdnju.
4.5 Realizacija univerzalne Schro¨dinger-Vira-
sorove verteks-algebre
Lema 4.5.1. U Heisenberg-Weylovoj konformnoj algebri M(1)⊗W vrijede
sljedec´e λ-zagrade
[ωλα] = Dα + λα
[
ωλa
±] = Da± + λ1
2
a±[
βλa
±] = ∓a± [χλα] = Da+ − λa+[
χλa
−] = −α [µλa−] = a+
[βλα] =
[
χλa
+
]
= [µλα] =
[
µλa
+
]
= 0
Dokaz. Racˇunamo
2ω(0)α = [2L(0), α(−1)]1 = −[α(−1), 2ω(1)]1 = 2(α0ω)0 + 2(α1ω)−1
= α−11 = α
2ω(n)α = [2L(n), α(−1)]1 = −[α(−1), 2ω(n+ 1)]1 = 0 (n ≥ 1)
POGLAVLJE 4. VERTEKS-ALGEBRE PRIDRUZˇENE sv 64
2ω(0)a
+ = [2L(0), a+(−1/2)]1 = −[a+(−1/2), 2ω(1)]1 =
= 2(a+(0)ω)0 + 2(a
+
(1)ω)(−1) = (−(Da+)(0) + a+(−1))1 = a+.
2ω(n)a
+ = [2L(n), a+(−1/2)]1 = −[a+(−1/2), 2ω(n+ 1)]1 =
= 2(a+(0)ω)(n) + 2(a
+
(1)ω)(n−1) = ((Da
+)(n) + a
+
(n−1))1 = 0 (n ≥ 1)
2ω(0)a
− = [2L(0), a−(−1/2)]1 = −[a−(−1/2), 2ω(1)]1 =
= 2(a−(0)ω)(0) + 2(a
−(1)ω)(−1) = (−(Da−)(0) + a−(−1))1 = a−.
2ω(n)a
− = [2L(n), a−(−1/2)]1 = −[a−(−1/2), 2ω(n+ 1)]1 =
= 2(a−(0)ω)(n) + 2(a
−
(1)ω)(n−1) = (−(Da−)(n) + a−(n−1))1 = 0 (n ≥ 1)
βnα = [β(n), α(−1)]1 = −[α(−1), β(n)]1 = 0 (n ≥ 0)
β0a
+ = [β(0), a+(−1/2)]1 = −[a+(−1/2), β(0)]1 = −(a+0 β)−1 = −a+−11 =
= −a+.
βna
+ = [β(n), a+(−1/2)]1 = −[a+(−1/2), β(n)]1 = 0 (n ≥ 1)
β0a
− = [β(0), a−(−1/2)]1 = −[a−(−1/2), β(0)]1 = −(a−0 β)−11 = −a−−11 =
= a−.
βna
− = [β(n), a−(−1/2)]1 = 0 (n ≥ 1)
χ(0)α = [X(1/2), α(−1)]1 = −[α(−1), X(1/2)]1 = −(α0χ)−1 − (α1χ)−1 =
= −a+(−1)1 = −a+
χ(n)α = [X(n+ 1/2), α(−1)]1 = −[α(−1), X(n+ 1/2)]1 = −(αnχ)−1 =
= 0 (n ≥ 1)
χ(n)a
+ = [X(n+ 1/2), a+(−1/2)]1 = −[a+(−1/2), X(n+ 1/2)]1 = 0 (n ≥ 0)
χ(0)a
− = [X(1/2), a−(−1/2)]1 = −[a−(−1/2), X(1/2)]1 = −(a−(0)χ)−11 =
= −α−11 = −α.
χ(n)a
− = [X(n+ 1/2), a−(−1/2)]1 = −[a−(−1/2), X(n+ 1/2)] = 0 (n ≥ 1)
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2µnα = [M(n), α(−1)]1 = −[α(−1),M(n)]1 = 0 (n ≥ 0)
2µna
+ = [M(n), a+(−1/2)]1 = −[a+(−1/2),M(n)]1 = 0 (n ≥ 0)
2µ0a
− = [M(0), a−(−1/2)]1 = −[a−(−1/2),M(0)]1 = 2(a−(0)µ)−11 =
= 2a+(−1)1 = 2a
+.
2µna
− = [M(n), a−(−1/2)]1 = −[a−(−1/2),M(n)] = 0 (n ≥ 1)
Kako je ω = ωHeis(−1) + ω1/2(−1) derivacija na M(1)⊗W , tvrdnja slijedi.
Theorem 4.5.2. [38] Vektori
µ =
1
2
a+(−1/2)21
χ = α(−1)a+(−1/2)1
β = −a+(−1/2)a−(−1/2)1
ω =
1
2
[(
a+(−1/2)a−(−3/2)− a+(−3/2)a−(−1/2))+ α(−1)2]1
generiraju verteks podalgebru L˜sv(0, 0,−1) od M(1) ⊗ W , koja je kvocijent
univerzalne verteks algebre V sv (0, 0,−1) .
Dokaz. Dovoljno je pokazati da ta cˇetiri vektora zadovoljavaju iste λ-zagrade
kao generatori od V sv (0, 0,−1):
[βλβ] = −λ (4.20)
[ωλω] = (D + 2λ)ω (4.21)
[ωλβ] = Dβ − λβ (4.22)
[χλµ] = [µλµ] = 0 (4.23)
[ωλχ] =
(
D +
3
2
λ
)
χ (4.24)
[ωλµ] = (D + λ)µ (4.25)
[χλχ] = (D + 2λ)µ (4.26)
[βλχ] = χ (4.27)
[βλµ] = 2µ. (4.28)
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Relacije (4.20) i (4.22) slijede iz Leme 4.1.4, a (4.21) iz Teorema 4.1.1.
Relacije (4.23) slijede iz cˇinjenice da je
[a+λ a
+] = [a+λα] = 0.
Dokazˇimo (4.24). Sjetimo se da je L(0) = L1/2(0) + LHeis(0) i da je a
+
konformne tezˇine 1/2, α konformne tezˇine 1 i da vrijedi
[L(0), α(n)] = −nα(n), [L(0), a+(m+ 1/2)] = −(m+ 1/2)a+(m+ 1/2)
Sada vrijedi:
L(0)χ = L(0)α(−1)a+(−1/2)1
= [L(0), α(−1)]a+(−1/2)1 + α(−1)[L(0), a+(−1/2)]1
=
3
2
χ
Lako se vidi da je L(n)χ = 0 za n ≥ 1. Ovime smo dokazali da je
[ωλχ] = (D + λ
3
2
)χ.
Relacija (4.25) slijedi iz
χ0χ = α(1)a
+(−3/2)α(−1)a+ = a+(−3/2)a+ = Dµ
χ1χ = α(1)a
+(−1/2)α(−1)a+ = a+(−1/2)a+ = 2µ
Relacija
[a+(n+ 1/2), a−(m+ 1/2)] = δn+m+1,0
lako povlacˇi (4.26) i (4.27).
Neka je V H (cL, cL,β, cβ) Heisenberg-Virasorova verteks-algebra generi-
rana s β¯, ω¯ i sljedec´im λ−zagradama:[
β¯λβ¯
]
= cβλ
[ω¯λω¯] = Dω¯ + 2ω¯λ+
cL
12
λ3[
ω¯λβ¯
]
= Dβ¯ + β¯λ− cL,βλ2
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Korolar 4.5.3. Za svaku uredenu trojku (cL, cL,β, cβ) ∈ C3 postoji netrivija-
lan homomorfizam verteks-algebri
f : V sv (cL, cL,β, cβ)→M(1)⊗W ⊗ V H (cL, cL,β, cβ + 1) . (4.29)
Dokaz. Sljedec´a cˇetiri vektora u M(1)⊗W ⊗ V H (cL, cL,β, cβ + 1) :
β˜ = βM(1)⊗W + β¯
ω˜ = ωM(1)⊗W + ω¯
χ˜ = χ ∈M(1)⊗W
µ˜ = µ ∈M(1)⊗W
zadovoljavaju iste λ-zagrade (4.10) - (4.18) kao generatori od V sv (cL, cL,β, cβ)
stoga postoji netrivijalni homomorfizam verteks-algebri
f : V sv (cL, cL,β, cβ)→M(1)⊗W ⊗ V H (cL, cL,β, cβ + 1) . (4.30)
4.5.1 O problemu dekompozicije V sv(0, 0,−1) kao Mβ(1)⊗
LV ir−1 -modula
Oznacˇimo s Mβ(1) Heisenbergovu verteks podalgebru od V
sv(0, 0,−1) ge-
neriranu vektorom β i pripadnim Virasorovim vektorom ωβ = −12β(−1)2.
Neka je LV ir−1 Virasorova verteks-algebra generirana sljedec´im Virasorovim
vektorom centralnog naboja c = −1:
ω = ω − ωβ = (L(−2) + 1
2
β(−1)2)1
Neka za r ∈ C, Mβ(1, r) oznacˇava ireducibilni Mβ(1)-modul gdje β(0) djeluje
kao rId, a LV ir(c, h) ireducibilni modul za Virasorovu algebru najvec´e tezˇine
(c, h). Za n ∈ Z≥0 stavimo
w2n = a
+(−1/2)2n1, w2n+1 = α(−1)a+(−1/2)2n+11.
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Lema 4.5.4. Vrijedi
(1) Za j ∈ Z≥0 je wj ∈ L˜sv(0, 0,−1).
(2) W2n :=
(
Mβ(1)⊗ LV ir−1
)
.w2n ∼= Mβ(1, 2n)⊗ L˜V ir(−1, n(2n+ 1)).
(3) W2n+1 :=
(
Mβ(1)⊗ LV ir−1
)
.w2n+1 ∼= Mβ(1, 2n + 1) ⊗ L˜V ir(−1, (n +
1)(2n+ 1)).
gdje je L˜V ir(−1, h) modul najvec´e tezˇine h.
Dokaz. Tvrdnja (1) slijedi direktno iz formule. Uocˇimo nadalje da su w2n i
w2n+1 vektori najvec´e tezˇine za Virasorovu i Heisenbergovu Liejevu algebru
i da vrijedi:
L(0)w2n = nw2n, β(0)w2n = 2nw2n,
L(0)w2n+1 = (n+ 3/2)w2n+1, β(0)w2n+1 = (2n+ 1)w2n+1.
Odatle slijede tvrdnje (2) i (3).
Stavimo W = ∐∞j=0Wj. Tada je W modul za Mβ(1)⊗LV ir−1 . Postavlja se
pitanje da li jeW = V sv(0, 0,−1). No odgovor je negativan. Pomoc´u analize
formula karaktera za module najvec´e tezˇine za Virasorovu algebru mozˇe se
dokazati
ch[V sv (0, 0,−1)](q, z)− ch[W ](q, z) = z2q3 + · · · . (4.31)
Ovaj racˇun pokazuje da V sv(0, 0,−1) ima singularni vektor za Heisenberg-
Virasorovu verteks-algebru Mβ(1)⊗LV ir−1 na konformnoj tezˇini 3. U sljedec´em
poglavlju c´emo izracˇunati taj singularni vektor.
Napominjemo da mi izostavljamo izvod formule (4.31) jer bitno koristi
strukturu Vermaovih modula za Virasorovu Liejevu algebru pa ga ovom pri-
likom nec´emo navoditi. Napomenimo da to ne utjecˇe na rezultate u nastavku
ovog poglavlja.
POGLAVLJE 4. VERTEKS-ALGEBRE PRIDRUZˇENE sv 69
4.5.2 Primjer: singularni vektor konformne tezˇine 3
Direktnim racˇunom pokazuju se sljedec´e formule
L(1)X(−3/2)21 = 2M(−2)1
L(1)M(−1)L(−2)1 = 0
L(1)M(−3)1 = 3M(−2)1
L(1)β(−1)M(−2)1 = [L(1), β(−1)]M(−2)1 + β(−1)[L(1),M(−2)]1
= β(0)M(−2)1 + 2β(−1)M(−1)1
= 2M(−2)1 + 2β(−1)M(−1)1
L(1)β(−2)M(−1)1 = 2β(−1)M(−1)1
L(1)β(−1)2M(−1)1 = 4β(−1)M(−1)1
β(1)X(−3/2)21 = M(−2)1
β(1)M(−1)L(−2)1 = M(−1)β(−1)1 = β(−1)M(−1)1− 2M(−2)1
β(1)M(−3)1 = 2M(−2)1
β(1)β(−1)M(−2)1 = −M(−2)1 + 2β(−1)M(−1)1
β(1)β(−2)M(−1)1 = 0
β(1)β(−1)2M(−1)1 = −2β(−1)M(−1)1
β(2)X(−3/2)21 = 2M(−1)1
β(2)M(−1)L(−2)1 = 2M(1)L(−2)1 = 2M(−1)1
β(2)M(−3)1 = 2M(−1)1
β(2)β(−1)M(−2)1 = 0
β(2)β(−2)M(−1)1 = −2M(−1)1
β(2)β(−1)2M(−1)1 = 0
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L(2)X(−3/2)21 = 5
2
X(1/2)X(−3/2)1 = 5M(−1)1
L(2)M(−1)L(−2)1 = M(1)L(−2)1 + c/2M(−1)1 = M(−1)1 (c = 0)
L(2)M(−3)1 = 3M(−1)1
L(2)β(−1)M(−2)1 = β(1)M(−2)1 = 2M(−1)1
L(2)β(−2)M(−1)1 = 2β(0)M(−1)1 = 4M(−1)1
L(2)β(−1)2M(−1)1 = β(1)β(−1)M(−1)1 = −M(−1)1
Neka je
w = X(−3/2)21 + [a1M(−1)L(−2) + a2M(−3) + a3β(−1)M(−2) +
+a4β(−2)M(−1) + a5β(−1)2M(−1)
]
1
Uvjeti
L(1)w = β(1)w = β(2)w = 0 (4.32)
daju:
L(1)w = 2M(−2)1 + 3a2M(−2)1 + 2a3(M(−2)1 + β(−1)M(−1)1 +
+ 2a4β(−1)M(−1)1 + 4a5β(−1)M(−1)1
= (2 + 3a2 + 2a3)M(−2)1 + (2a3 + 2a4 + 4a5)β(−1)M(−1)1 = 0
β(1)w = M(−2)1 + a1β(−1)M(−1)1− 2a1M(−2)1 + 2a2M(−2)1 +
−a3M(−2)1 + 2a3β(−1)M(−1)1− 2a5β(−1)M(−1)1
= (1− 2a1 + 2a2 − a3)M(−2)1 + (a1 + 2a3 − 2a5)β(−1)M(−1)1 = 0
L(2)w = (5 + a1 + 3a2 + 2a3 + 4a4 − a5)M(−1)1 = 0
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Odavde zbog linearne nezavisnosti vektora PBW baze izlazi sustav:
2 + 3a2 + 2a3 = 0
a3 + a4 + 2a5 = 0
1− 2a1 + 2a2 − a3 = 0
a1 + 2a3 − 2a5 = 0
5 + a1 + 3a2 + 2a3 + 4a4 − a5 = 0
Rjesˇenje sustava je
a1 = −(68/107), a2 = −(100/107), a3 = 43/107, a4 = −(61/107), a5 = 9/107.
(4.33)
Na ovaj nacˇin smo pokazali:
Propozicija 4.5.5. Vektor
w = X(−3/2)21−
[
68
107
M(−1)L(−2) + 100
107
M(−3)− 43
107
β(−1)M(−2)+
+
61
107
β(−2)M(−1)− 9
107
β(−1)2M(−1)
]
1
je singularan vektor u V sv (0, 0,−1). Vrijedi(
Mβ(1)⊗ LVir−1
)
.w = Mβ(1, 2)⊗ L˜V ir(−1, 5).
Lema 4.5.6. Pri Unterbergerovom homomorfizmu
V sv(0, 0,−1)→M(1)⊗W,
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vrijedi da se vektori PBW baze preslikavaju
X(−3/2)21 7→ [α(−1)2a+(−1/2)2 + a+(−5/2)a+(−1/2)]1
M(−1)L(−2)1 7→ 1
4
[
α(−1)2a+(−1/2)2 + 2a+(−5/2)a+(−1/2) +
− 2a+(−3/2)2 + a+(−1/2)3a−(−3/2) +
− a+(−3/2)a+(−1/2)2a−(−1/2)]1
M(−3)1 7→
[
a+(−5/2)a+(−1/2) + 1
2
a+(−3/2)2
]
1
β(−1)M(−2)1 7→ [a+(−5/2)a+(−1/2)− a+(−3/2)a+(−1/2)2a−(−1/2)+
+ a+(−3/2)2]1
β(−2)M(−1)1 7→ −1
2
[
a+(−3/2)a+(−1/2)2a−(−1/2)+
+ a+(−1/2)3a−(−3/2) + a+(−5/2)a+(−1/2)]1
β(−1)2M(−1)1 7→
[
a+(−5/2)a+(−1/2) + 1
2
a+(−1/2)4a−(−1/2)2
+ a+(−3/2)2 + 1
2
a+(−3/2)a+(−1/2)3 +
− 5
2
a+(−3/2)a+(−1/2)2a−(−1/2)
]
1
Dokaz. Prisjetimo se da je Unterbergerov homomorfizam zadan na genera-
torima od V sv(0, 0,−1) :
β(−1)1 7→ −a+(−1/2)a−(−1/2)1
L(−2)1 7→ 1
2
[
α(−1)2 + a+(−1/2)a−(−3/2)− a−(−1/2)a+(−3/2)]1
M(−1)1 7→ 1
2
a+(−1/2)21
X(−3/2)1 7→ α(−1)a+(−1/2)1
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Opc´i koeficijenti verteks operatora pridruzˇenih tim generatorima dani su sa:
β−11 = −
∞∑
j=0
[
a+(−j − 1/2)a−(j − 1/2) + a−(−j − 3/2)a+(j + 1/2)]1
M−11 =
1
2
∞∑
j=0
[
a+(−j − 1/2)a+(j − 1/2) + a+(−j − 3/2)a+(j + 1/2)]1
X−11 =
∞∑
j=0
[
α(−j − 1)a+(j − 1/2) + a+(−j − 3/2)α(j)]1
Nadalje, iz aksioma derivacije na verteks-algebri M(1)⊗W , izlazi:
β(−2)1 7→ D [−a+(−1/2)a−(−1/2)]1 = − [a+(−3/2)a−(−1/2)+
+ a+(−1/2)a−(−3/2)]1
M(−2)1 7→ D
[
1
2
a+(−1/2)2
]
1 = a+(−3/2)a+(−1/2)1
M(−3)1 7→ 1
2
D
[
a+(−3/2)a+(−1/2)]1 =
=
[
a+(−5/2)a+(−1/2) + 1
2
a+(−3/2)2
]
1
Odavde direktnim racˇunom izlazi:
1.
X(−3/2)21 7→ [α(−1)a+(−1/2) + α(0)a+(−3/2)]α(−1)a+(−1/2) +
+ α(−2)a+(1/2) + α(1)a+(−5/2)]α(−1)a+(−1/2)]1 =
=
[
α(−1)2a+(−1/2)2 + a+(−5/2)a+(−1/2)]1
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2.
4M(−1)L(−2)1 7→[
a+(−1/2)2 + a+(−3/2)a+(1/2)] a+(−1/2)a−(−3/2)1
− [a+(−1/2)2 + a+(−3/2)a+(1/2)] a−(−1/2)a+(−3/2)1
+
[
a+(−3/2)a+(1/2) + a+(−5/2)a+(3/2)] a+(−1/2)a−(−3/2)1
− [a+(−3/2)a+(1/2) + a+(−5/2)a+(3/2)] a−(−1/2)a+(−3/2)1
+
[
a+(−5/2)a+(3/2) + a+(−7/2)a+(5/2)] a+(−1/2)a−(−3/2)1
− [a+(−5/2)a+(3/2) + a+(−7/2)a+(5/2)] a−(−1/2)a+(−3/2)1
+
[
a+(−1/2)2 + a+(−3/2)a+(1/2)]α(−1)21
= α(−1)2a+(−1/2)21
+ a+(−1/2)3a−(−3/2)1
− a+(−3/2)a+(−1/2)2a−(−1/2)1
− 2a+(−3/2)21
+ 2a+(−5/2)a+(−1/2)1
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3.
β(−2)M(−1)1 = 2M(−3)1 +M(−1)β(−2)1 7→[
2a+(−5/2)a+(−1/2) + a+(−3/2)2]1 +
− 1
2
[
a+(−1/2)2 + a+(−3/2)a+(1/2)] a+(−3/2)a−(−1/2)1
− 1
2
[
a+(−1/2)2 + a+(−3/2)a+(1/2)] a+(−1/2)a−(−3/2)1
− 1
2
[
a+(−3/2)a+(1/2) + a+(−5/2)a+(3/2)] a+(−3/2)a−(−1/2)1
− 1
2
[
a+(−3/2)a+(1/2) + a+(−5/2)a+(3/2)] a+(−1/2)a−(−3/2)1
− 1
2
[
a+(−5/2)a+(3/2) + a+(−7/2)a+(5/2)] a+(−3/2)a−(−1/2)1
− 1
2
[
a+(−5/2)a+(3/2) + a+(−7/2)a+(5/2)] a+(−1/2)a−(−3/2)1
=
[
a+(−5/2)a+(−1/2)− 1
2
a+(−3/2)a+(−1/2)2a−(−1/2)+
−1
2
a+(−1/2)3a−(−3/2)
]
1
4.
β(−1)M(−2)1 7→[−a+(−1/2)a−(−1/2)− a+(1/2)a−(−3/2)] a+(−1/2)a+(−3/2)1 +
+
[−a+(−3/2)a−(1/2)− a+(3/2)a−(−5/2)] a+(−1/2)a+(−3/2)1 +
+
[−a+(−5/2)a−(3/2)− a+(5/2)a−(−7/2)] a+(−1/2)a+(−3/2)1 +
=
[−a+(−3/2)a+(−1/2)2a−(−1/2)1 + a+(−3/2)21 + a+(−5/2)a+(−1/2)]1
5.
2β(−1)M(−1)1 7→[−a+(−1/2)a−(−1/2)− a+(1/2)a−(−3/2)] a+(−1/2)21
+
[−a+(−3/2)a−(1/2)− a+(3/2)a−(−5/2)] a+(−1/2)21
=
[−a+(−1/2)3a−(−1/2) + 2a+(−3/2)a+(−1/2)]1
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6.
2β(−1)2M(−1)1 7→[
a+(−1/2)a−(−1/2) + a+(1/2)a−(−3/2)] a+(−1/2)3a−(−1/2)1
+
[
a+(−3/2)a−(1/2) + a+(3/2)a−(−5/2)] a+(−1/2)3a−(−1/2)1
+
[
a+(−5/2)a−(3/2) + a+(5/2)a−(−7/2)] a+(−1/2)3a−(−1/2)1
− 2 [a+(−1/2)a−(−1/2) + a+(1/2)a−(−3/2)] a+(−3/2)a+(−1/2)1
− 2 [a+(−3/2)a−(1/2) + a+(3/2)a−(−5/2)] a+(−3/2)a+(−1/2)1
− 2 [a+(−5/2)a−(3/2) + a+(5/2)a−(−7/2)] a+(−3/2)a+(−1/2)1
=
[
a+(−1/2)4a−(−1/2)2 + 2a+(−3/2)2 + a+(−1/2)3a−(−3/2)+
− 5a+(−3/2)a+(−1/2)2a−(−1/2) + 2a+(−5/2)a+(−1/2)]1
Theorem 4.5.7. U univerzalnoj Schro¨dinger-Virasorovoj verteks-algebri V sv (0, 0,−1)
singularan vektor (za Heisenberg-Virasorovu verteks podalgebru)
w = X(−3/2)21
− 68
107
M(−1)L(−2)1
− 100
107
M(−3)1
+
43
107
β(−1)M(−2)1
− 61
107
β(−2)M(−1)1
+
9
107
β(−1)2M(−1)1
se pri Unterbergerovom homomorfizmu
V sv(0, 0,−1)→M(1)⊗W
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preslikava u singularan vektor
w 7→ 9
214
[
20α(−1)2a+(−1/2)2 + 4a+(−1/2)3a−(−3/2) + 8a+(−3/2)2+
−8a+(−5/2)a+(−1/2)− 4a+(−3/2)a+(−1/2)2a−(−1/2) +
+a+(−1/2)4a−(−1/2)2]1
u verteks-algebri M(1)⊗W.
Dokaz.
w 7→ [α(−1)2a+(−1/2)2 + a+(−5/2)a+(−1/2)]1
− 17
107
[
α(−1)2a+(−1/2)2 − 2a+(−3/2)2 + 2a+(−5/2)a+(−1/2)]1
− 17
107
[
a+(−1/2)3a−(−3/2)− a+(−3/2)a+(−1/2)2a−(−1/2)]1
− 100
107
[
1
2
a+(−3/2)2 + a+(−5/2)a+(−1/2)
]
1
+
43
107
[
a+(−5/2)a+(−1/2)− a+(−3/2)a+(−1/2)2a−(−1/2) + a+(−3/2)2]1
− 61
107
[
a+(−5/2)a+(−1/2)− 1
2
a+(−3/2)a+(−1/2)2a−(−1/2)− 1
2
a+(−1/2)3a−(−3/2)
]
1
+
9
107
[
1
2
a+(−1/2)4a−(−1/2)2 + a+(−5/2)a+(−1/2) + a+(−3/2)2
]
1
+
9
107
[
1
2
a+(−1/2)3a−(−3/2)− 5
2
a+(−3/2)a+(−1/2)2a−(−1/2)
]
1
=
90
107
α(−1)2a+(−1/2)21
+
18
107
a+(−1/2)3a−(−3/2)1
+
36
107
a+(−3/2)21
− 36
107
a+(−5/2)a+(−1/2)1
− 18
107
a+(−3/2)a+(−1/2)2a−(−1/2)1
+
9
214
a+(−1/2)4a−(−1/2)21
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4.5.3 Primjer: V H(cL, cL,β, cβ)–singularni vektor konfor-
mne tezˇine 3 za proizvoljne centralne naboje
Direktnim racˇunom pokazuju se sljedec´e formule
L(1)X(−3/2)21 = 2M(−2)1
L(1)M(−1)L(−2)1 = 0
L(1)M(−3)1 = 3M(−2)1
L(1)β(−1)M(−2)1 = [L(1), β(−1)]M(−2)1 + β(−1)[L(1),M(−2)]1
= β(0)M(−2)1 + 2β(−1)M(−1)1
= 2M(−2)1 + 2β(−1)M(−1)1
L(1)β(−2)M(−1)1 = 2β(−1)M(−1)1
L(1)β(−1)2M(−1)1 = 4β(−1)M(−1)1
β(1)X(−3/2)21 = M(−2)1
β(1)M(−1)L(−2)1 = M(−1)β(−1)1 = β(−1)M(−1)1− 2M(−2)1
β(1)M(−3)1 = 2M(−2)1
β(1)β(−1)M(−2)1 = cβM(−2)1 + 2β(−1)M(−1)1
β(1)β(−2)M(−1)1 = 0
β(1)β(−1)2M(−1)1 = 2cββ(−1)M(−1)1
β(2)X(−3/2)21 = 2M(−1)1
β(2)M(−1)L(−2)1 = 2M(1)L(−2)1− 2cL,βM(−1)1 = 2M(−1)1− 2cL,βM(−1)1
β(2)M(−3)1 = 2M(−1)1
β(2)β(−1)M(−2)1 = 0
β(2)β(−2)M(−1)1 = 2cβM(−1)1
β(2)β(−1)2M(−1)1 = 0
POGLAVLJE 4. VERTEKS-ALGEBRE PRIDRUZˇENE sv 79
L(2)X(−3/2)21 = 5
2
X(1/2)X(−3/2)1 = 5M(−1)1
L(2)M(−1)L(−2)1 = M(1)L(−2)1 + cL
2
M(−1)1 = (1 + cL
2
)M(−1)1
L(2)M(−3)1 = 3M(−1)1
L(2)β(−1)M(−2)1 = β(1)M(−2)1 = 2M(−1)1
L(2)β(−2)M(−1)1 = [2β(0)− 2cL,β]M(−1)1 = (4− 2cL,β)M(−1)1
L(2)β(−1)2M(−1)1 = β(1)β(−1)M(−1)1 = cβM(−1)1
Zapiˇsimo sada singularni vektor u PBW bazi:
w = X(−3/2)21
+ [a1M(−1)L(−2) + a2M(−3) + a3β(−1)M(−2)+
+ a4β(−2)M(−1) + a5β(−1)2M(−1)
]
1.
Sada imamo
L(1)w = 2M(−2)1 + 3a2M(−2)1 + 2a3M(−2)1 + β(−1)M(−1)1 +
+ 2a4β(−1)M(−1)1 + 4a5β(−1)M(−1)1
= (2 + 3a2 + 2a3)M(−2)1 + (2a3 + 2a4 + 4a5)β(−1)M(−1)1
L(2)w = [5 + a1(1 +
cL
2
) + 3a2 + 2a3 + a4(4− 2cL,β) + a5cβ]M(−1)1
β(1)w = M(−2)1 +
+ a1β(−1)M(−1)1− 2a1M(−2)1 + 2a2M(−2)1 + a3cβM(−2)1 +
+ 2a3β(−1)M(−1)1 + 2a5cββ(−1)M(−1)1
= (1− 2a1 + 2a2 + a3cβ)M(−2)1 + (a1 + 2a3 + 2a5cβ)β(−1)M(−1)1
β(2)w = (2 + (2− 2cL,β)a1 + 2a2 + 2a4cβ)M(−1)1
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Zbog linenarne nezavisnosti, uvjeti
L(1)w = β(1)w = β(2)w = 0 (4.34)
daju sustav:
3a2 + 2a3 = −2
a3 + a4 + 2a5 = 0
−2a1 + 2a2 + cβa3 = −1
a1 + 2a3 + 2cβa5 = 0
(2 + cL)a1 + 6a2 + 4a3 + (8− 4cL,β)a4 + 2cβa5 = −10 (4.35)
Rjesˇenje sustava je
a1 = −
2(8− 17cβ + 9c2β − 4cL,β + 2cβcL,β)
64− 40cβ + 3c2β − 32cL,β + 12cβcL,β − 4cβcL + 3c2βcL
a2 = −2
3
+
2(−8 + 35cβ + 4cL,β − cβcL)
3(64− 40cβ + 3c2β − 32cL,β + 12cβcL,β − 4cβcL + 3c2βcL)
a3 = − −8 + 35cβ + 4cL,β − cβcL
64− 40cβ + 3c2β − 32cL,β + 12cβcL,β − 4cβcL + 3c2βcL
,
a4 = − 44− 17cβ − 2cL + cβcL
64− 40cβ + 3c2β − 32cL,β + 12cβcL,β − 4cβcL + 3c2βcL
,
a5 = − −18− 9cβ − 2cL,β + cL
64− 40cβ + 3c2β − 32cL,β + 12cβcL,β − 4cβcL + 3c2βcL
,
Na ovaj nacˇin smo pokazali:
Propozicija 4.5.8. Vektor
w = X(−3/2)21
+ [a1M(−1)L(−2) + a2M(−3) + a3β(−1)M(−2) + a4β(−2)M(−1)+
+ a5β(−1)2M(−1)
]
1
je singularan vektor za Heisenberg-Virasorovu podalgebru V SH(cL, cL,β, cβ) od
V sv (cL, cL,β, cβ) , za
64− 40cβ + 3c2β − 32cL,β + 12cβcL,β − 4cβcL + 3c2βcL 6= 0.
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Napomena 5. Uocˇavamo da za cβ = −1, cL,β = cL = 0, koeficijenti singu-
larnog vektora su isti oni koje smo izracˇunali za slucˇaj upravo tih centralnih
naboja:
a1 = − 68
107
, a2 = −100
107
, a3 =
43
107
, a4 = − 61
107
, a5 =
9
107
.
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